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Development of a numerical tool based on the Weak-Scatterer 
approximation for the study of Wave Energy Converters in Large 
Motions 
Résumé 
 
Les codes de tenue à la mer basés sur la résolution 
d'un problème aux limites en théorie potentielle 
linéarisée, largement utilisée pour l'étude des systèmes 
flottants conventionnels pour leurs faibles temps de 
calcul, sont limités par définition à de faibles amplitudes 
de mouvement. L'efficacité des systèmes houlomoteurs 
repose, au contraire, sur de grands mouvements: ces 
systèmes doivent ainsi être conçus avec des 
fréquences de résonance proches des fréquences de 
houle. Cette condition est aux antipodes des 
hypothèses fondamentales des codes potentiels 
linéaires. Une approche alternative consiste à linéariser 
les perturbations autour de la déformée de houle 
incidente (approche Weak-Scatterer) et à exprimer les 
conditions de glissement sur la position exacte du 
corps. Ce formalisme doit ainsi pouvoir permettre de 
traiter avec une meilleure précision les problèmes de 
tenue à la mer de système houlomoteurs en grands 
mouvements, tout en maintenant des temps de calculs 
raisonnables. 
Ce travail de thèse consiste en le développement d’un 
code basé sur cette approche et son exploitation afin 
d’évaluer ses avantages par rapport à l’approche 
complètement linéarisée de l’état de l’art. Ce code 
temporel est basé sur la théorie potentielle avec des 
sources de Rankine, revisitée selon les choix de 
conception. Les expressions analytiques des équations 
intégrales ont ainsi été développées pour une 
discrétisation linéaire des grandeurs. De même, la 
détermination de la dérivée temporelle du potentiel par 
résolution d'un problème aux limites a été complètement 
reprise pour valider les différentes expressions 
existantes et donner naissance à une nouvelle, 
simplifiée. Ces développements théoriques ont été 
implémentés au sein de différents modules du code, qui 
ont été successivement validés à l'aide de solutions de 
référence analytiques ou numériques. L'exploitation du 
code a finalement permis d'évaluer les performances 
d'un système houlomoteur de type bouée pilonnante 
immergée. 
Mots clés 
Energie des vagues, Simulation numérique,  
Ecoulements potentiels à surface libre, Weak-
Scatterer, Tenue à la mer 
 
 
 
 
Abstract 
 
Usual numerical tools for designing floating bodies have 
shown their limits when considering WEC’s conception. 
Codes based on linear potential theory and boundary 
value problems are fast but limited to low amplitude of 
motions around mean positions. On contrary, wave 
energy converters efficiency relies on large amplitude of 
motions. An alternative approach consists in linearizing 
the perturbations on the incident wave position (Weak-
Scatterer approach) while the body conditions are 
expressed on the body exact position. Sea-keeping 
studies of wave energy converters with this method may 
give results with a better precision in reasonable 
computational time. 
Thus this thesis consists in developing a numerical tool 
based on this approach and comparing its benefits with 
the state of the art linearized one. This code is based on 
the potential theory using Rankine sources in time-
domain, revisited according to the conception choices. 
The analytical expressions of the integral equations 
were thus written for a linear discretization. The 
boundary value problem for the time derivative of the 
velocity potential was also entirely  re-developed, to 
validate the different existing expressions and provide a 
new simplified one. This theoretical developments were 
implemented into modules, which were validated using 
reference solutions. An application case was performed 
to evaluate the performances of a wave energy 
converter, consisting in a heaving submerged buoy.  
Key Words 
Wave Energy, Numerical Simulation, Potential Free-
Surface Flow, Weak-Scatterer, Sea-keeping 
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Chapitre 1
Introdution
1.1 Contexte énergétique
Largement inexploités dans leur ensemble, le potentiel mondial des énergies marines
est estimé, selon les soures, entre 20 000 TWh et 80 000 TWh d'életriité par an [24℄,
[25℄. Cette quantité est du même ordre de grandeur que la onsommation mondiale en
életriité (20 000 TWh en 2012). Ce potentiel peut être réparti selon les 4 diérentes
formes prinipales d'énergies marines que sont : l'énergie marémotrie et des ourants de
marée (800 TWh), l'énergie thermique des mers (10 000 TWh), l'énergie des gradients
de salinité (2 000 TWh) et l'énergie des vagues (8 000 - 60 000 TWh).
L'énergie houlomotrie, ou énergie des vagues, représente don une ressoure parti-
ulièrement importante, malgré des estimations de son potentiel très diérentes selon
les soures. Ainsi, en 2012, le groupe d'experts international sur l'évolution du limat
(GIEC) donne un hire d'environ 29 500 TWh par an, en onsidérant toutes les zones
présentant une densité d'énergie de la houle supérieure à 5 kW/m. Cependant, en 2007,
le GIEC [4℄ estimait le potentiel d'énergie de houle exploitable à seulement 146 TWh par
an, en supposant que les systèmes houlomoteurs ne seraient installés que sur 2% des 800
000 km de te du monde pour lesquels la densité d'énergie dépassait 30kW/m. D'autres
estimations situent le potentiel de l'énergie des vagues exploitable entre 2 000 et 4 000
TWh par an ([10℄,[14℄).
Il est lair que e potentiel exploitable dépend des paramètres hoisis : densité d'éner-
gie minimum, bathymétrie minimum, éloignement des tes, et. et don des tehnologies
développées. A l'opposé de l'énergie marémotrie et des ourants de marée pour laquelle
les sites potentiels d'exploitation sont très loalisés, le potentiel d'énergie des vagues est
beauoup plus largement réparti sur la surfae des oéans. Il est ependant possible de
déterminer les zones bénéiant des plus grandes densités énergétiques. L'énergie des
vagues provient en eet de l'interation du vent ave la surfae des oéans et de l'at-
tration lunaire, tandis que leurs propagation dépend des hangements loaux de bathy-
métrie. Ainsi les grandes latitudes présentent un potentiel houlomoteur partiulièrement
important, omme le montre la gure 1.1.
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Figure 1.1  Potentiel énergétique des vagues
1.2 Systèmes houlomoteurs
Privilégier es zones pour installer des pars expose ainsi les mahines à des houles de
grandes longueurs d'onde mais surtout de grandes amplitudes. Les onepteurs de teh-
nologies réupératries d'énergie des vagues doivent alors omposer ave es ontraintes
supplémentaires, dans un milieu marin déjà très hostile (salinité, orrosion, et.).
Les développements de tels systèmes sont relativement aniens (premier brevet en
1799 [39℄) mais ont toujours été fortement dépendants du ontexte énergétique. Ainsi le
ho pétrolier de 1973, et plus réemment la prise de onsiene du hangement lima-
tique, ont été fondamentaux dans la relane de l'intérêt des énergies alternatives.
Depuis, plus d'une entaine de tehnologies a vu le jour [1℄ : très peu sont atuellement
opérationnelles et auune n'a atteint un stade ommerial. Elles peuvent être atégorisées
en plusieurs lasses : systèmes à déferlement, à olonne d'eau osillante, à mouvements
osillants (de pilonnement ou de tangage), à membrane déformable, et. Parmi es lasses,
on peut distinguer à nouveau entre systèmes ottants ou xes, puis selon le type de
onvertisseur d'énergie (Power Take-O PTO) : életrique (générateur életrique, piezo-
életrique), hydraulique (générateur hydro-életrique, turbines), et. Certaines de es
lasses présentent plusieurs générations de tehnologies. C'est le as par exemple des
systèmes à mouvements osillants ottants, pour lesquels la première génération ne prend
en ompte qu'un seul degré de liberté du orps, tandis que les générations suivantes
permettent d'extraire de l'énergie de mouvements plus omplexes.
Cette multipliité de tehnologies a donné lieu à diérents lassements, selon les au-
teurs. Il est possible par exemple de iter elui de Falão [14℄, visible dans la gure 1.2 Ces
lassements sont mis à jour régulièrement depuis le début des années 80, en prenant en
ompte les nouvelles tehnologies développées et en laissant de té elles abandonnées.
À es oasions, les réupérateurs sont passés en revue, lassés et omparés, au travers
d'études aboutissant à des publiations sous divers formats : livres, artiles de jour-
naux, onférenes, et. Il est possible de iter notamment les livres de M Cormik [35℄,
Shaw [41℄, Ross [39℄ et Cruz [10℄ et les artiles [15℄ [8℄ [14℄, pour de plus ourtes référenes.
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Figure 1.2  Classement des tehnologies selon Falão, dans [14℄
La majorité de es tehnologies est atuellement à un stade de développement peu
avané, néessitant de nombreuses simulations numériques et essais en bassin, pour vali-
der les hoix de oneption. Ces deux approhes sont omplémentaires : la validation des
modèles numériques et expérimentaux est eetuée en omparant les résultats des deux
approhes. Les ampagnes d'essais sont ependant bien plus oûteuses et plus longues à
réaliser que des simulations numériques. Ces dernières sont don destinées à limiter les
ampagnes d'essais en bassin, ou en onditions réelles, au minimum. Elles interviennent
ainsi plus tt dans le proessus de oneption, an d'optimiser les paramètres physiques.
Les essais viennent ensuite valider les hoix de oneption (géométrie, PTO, anrage,
et.), mais également le modèle numérique. Ils peuvent alors mettre à jour des défauts de
elui-i, prinipalement des phénomènes non-linéaires non pris en ompte. Dans e as,
une itération entre simulation numérique et essais est possible an de pallier aux défauts
du modèle numérique. Ce proessus peut néanmoins être long et oûteux.
1.3 Outils de simulation numérique
Diérentes lasses d'outils de simulation numériques existent, pour l'étude et la
oneption des systèmes houlomoteurs. Chaune présente des avantages et des inon-
vénients qui dénissent alors leur domaine d'appliation. Li et Yu [31℄ ont réalisé une
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synthèse des méthodes numériques disponibles pour l'étude des systèmes dits Point Ab-
sorber.
Les méthodes basées sur des développements analytiques donnent un ordre d'idée
pour une première analyse qualitative. Ils néessitent en eet des approximations gros-
sières, de la géométrie des orps et des phénomènes simulés.
Les outils basés sur des méthodes aux éléments frontières dans le adre d'une théorie
potentielle linéarisée sont usuellement utilisés pour la oneption de systèmes présentant
des problématiques totalement diérentes : navires ave vitesse d'avane, plateformes
ottantes ou anrées, soumis à de faibles réponses en mouvement. Les domaines de vali-
dité de es odes sont ainsi restreints à des mouvements de faibles amplitudes autour de
positions moyennes. Un amortissement visqueux, séletionné dans une base de données,
est ajouté pour la prise en ompte des eets visqueux du uide sur le orps, absents dans
la théorie potentielle. L'avantage des es odes est alors de présenter des temps de alul
très faibles.
Au ontraire, l'eaité des systèmes houlomoteurs est dépendante de la réponse en
mouvement [15℄ : de grandes amplitudes de mouvement et des vitesses importantes in-
duisent plus d'énergie réupérée. Les fréquenes propres des tehnologies doivent alors
être hoisies de manière à orrespondre aux fréquenes de la houle. La théorie poten-
tielle linéaire peut donner une bonne approximation des fréquenes propres à hoisir (ie
les dimensions du système à déterminer pour obtenir ladite fréquene). Cependant son
domaine de validité n'étant plus respeté, les résultats obtenus ave e modèle ne orres-
pondent souvent pas à la réalité physique. La gure 1.3, issue de Durand 2007 [13℄, met
ainsi lairement en avant la mauvaise prédition énergétique du système houlomoteur
pour de grandes amplitudes de houle, obtenue ave un modèle linéaire.
Figure 1.3  Rapport des puissanes produites par le système houlomoteur, mesurées
lors d'essais en houle irrégulière dans le bassin de génie oéanique de l'Éole Centrale de
Nantes, et prédites par le modèle "Wave to Wire".
Les outils CFD standards permettent de traiter des problèmes de orps en grands
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mouvements, en prenant intrinsèquement en ompte les eets visqueux du uide sur le
orps. Les temps de alul assoiés à es outils sont ependant enore beauoup trop longs
pour réaliser des simulations en des temps raisonnables. Les outils les plus rapides pré-
sentent ainsi des temps de alul de l'ordre de plusieurs heures par période de houle [33℄[5℄.
Dans le as d'étude de réupération d'énergie de la houle, la réponse des mahines à la
houle sera reherhée sur des durées physique de l'ordre de grandeur de l'heure. De plus,
es odes sont basés sur des shémas numériques dispersifs qui ne permettent pas la mo-
délisation de phénomènes non amortis tels que la propagation de la houle sur de longues
durées de simulation [34℄. La méthode SWENSE [33℄ a été développée au sein du LHEEA
pour pallier à e défaut. Basée sur une déomposition fontionnelle du hamp de houle en
omposantes inidentes et de perturbation, elle permet alors de ne résoudre le problème
que sur es dernières, en imposant la propagation de la houle inidente dans le domaine
uide. Cette méthode permet de réduire les temps de alul mais pas enore susamment
pour pouvoir être appliquée sur de longues périodes de simulations. Les outils CFD sont
alors plus généralement destinés à des études de survavibilité ou à la modélisation de
phénomènes hautement non-linéaires, réalisées sur des temps de simulations ourts.
Les outils potentiels omplètement non-linéaires, en domaine temporel, réalisent la
jontion entre es deux lasses d'outils. Couplés à un oeient d'amortissement vis-
queux, séletionné de la même manière qu'en théorie potentielle linéarisée, ils permettent
également la bonne modélisation de orps en grands mouvements, même si de manière
moins préise que les odes CFD. Ils présentent ependant des temps de alul bien trop
importants.
Nombre d'éléments N = 2170 N = 6192
quadrangulaires
Pilonnement 11h 31min 4j 22h 19min
foré
Pilonnement 25h 12min 10j 10h 05min
libre
Table 1.1  Comparaison des temps CPU requis pour des simulations 3D, pour une
sphère immergé, osillant en mouvement libre ou foré, en fontion du nombre d'éléments
sur les frontière du domaine, N
Le tableau 1.1, issu de la thèse de Guerber [20℄, donne un aperçu des temps de alul
donnés par le ode potentiel omplètement non-linéaire, pour 10s de simulation d'une
sphère en mouvement de pilonnement de période 1s. L'objetif reherhé serait d'obtenir
des simulations pour lesquelles le temps de alul est inférieur ou égal au temps réel du
phénomène simulé.
De plus, de nombreuses problématiques liées à la prise en ompte de es non-linéarités
sont enore à l'heure atuelle diiles à traiter. Tanizawa [44℄ a exposé un état de l'art,
dans les années 2000, de l'avanement des odes potentiels non-linéaires et de es pro-
blématiques. Celles-i peuvent être ependant retrouvées dans la thèse de Guerber, plus
réente. La prinipale problématique provient de la non-linéarité de surfae libre. La
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position exate de la surfae libre est onsidérée pour la résolution des onditions de
surfae libre. Cependant elle-i fait partie des inonnues à résoudre. Cela impate alors
diretement la stabilité et la préision de la résolution du problème aux limite. De plus il
est néessaire de propager la houle que l'on souhaite soumettre au orps, via le ode. La
propagation de elle-i est ainsi aetée par la préision du ode, mais génère en plus un
transport de la surfae libre, don du domaine de alul. La reherhe de l'intersetion
de la surfae libre et du orps ottant est de même rendu plus omplexe dans e as.
1.4 Enjeux
L'objetif de ette thèse est alors de développer un outil présentant un ompromis
entre les méthodes potentielles linéarisées et omplètement non-linéaires, an d'obtenir
une solution préise et rapide pour la simulation de système en grands mouvements.
Un premier travail de reherhe a été entrepris sur e sujet dès 2003 au LHEEA ave
la thèse de J.C. Gilloteaux [18℄. Celle-i a eu pour objetif de jeter les bases d'un outil de
simulation mieux adapté à l'étude du système houlomoteur SEAREV, et basé sur une ap-
prohe Body-Exat. Dans ette approhe, les eorts hydrostatiques et de Froude-Krylov
sont onsidérés omme prédominants, et sont alulés sur la surfae mouillée exate du
otteur. Les résultats donnés par et outil ont été très enourageants omparés à des ré-
sultats expérimentaux, permettant en partiulier de apturer des phénomènes hautement
non linéaires, tel que le roulis paramétrique. Cependant, e modèle est enore largement
perfetible au niveau de la préision des résultats obtenus [2℄. Plus fondamentalement, la
formulation du problème sur laquelle elle repose est intrinsèquement inonsistante.
1.4.1 Création et développements de l'approximation Weak-Satterer
L'approhe Weak-Satterer [36℄ sur laquelle se base notre ode onstitue une bonne
alternative. Bien que la théorie soit assez anienne, 1992, ette méthode a fait l'objet de
peu de développements. Ceux-i ont donné lieu à des versions de odes BEM instation-
naires : Lin en 1994 dans LAMP4 [32℄, Huang en 1997 dans SWAN4[23℄, Kim en 2009
dans WISH3 [27℄. Ces diérents odes sont ependant tous dédiés au domaine naval,
'est à dire à la modélisation d'un navire ave vitesse d'avane. Le tableau 1.2 résume les
diérenes fondamentales entre es odes et elui présenté dans e mémoire.
Les études réalisées ave es trois odes, omparativement à du linéaire, mettent en
évidene une prise en ompte de non-linéarités globales, liées notamment à elles de
surfae libre et liées à la position exate du orps. Cependant les objets de es études
sont des navires, onsidérés don omme orps mines (Slender Body). Les perturbations
générées sont eetivement négligeables devant les omposantes de houle inidente. De
même, les mouvements du orps obtenus sont relativement faibles.
On retrouve dans es odes ertaines limitations liées au suivi de l'intersetion de la
surfae libre et du orps. À la diérene des odes omplètement non-linéaires, la position
onnue analytiquement de la surfae libre, sur elle de la surfae libre inidente, permet
de simplier le problème et surtout de supprimer les instabilités de surfae libre, obtenues
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SWAN-4 LAMP-4 WISH ode présenté
Objet d'étude Navire ave Navire ave Navire ave WEC grands
vitesse d'avane vitesse d'avane vitesse d'avane mouvements
Soures Rankine méthode mixte Rankine Rankine
Disrétisation B-Splines Panneaux B-Splines Linéaire
Quadratiques Constants d'ordre élevé
Intégration
Temporelle Empliite Empliite Itératif
Surfae Libre
Intégration Préditeur
Temporelle Correteur Itératif Itératif Itératif
Corps
Table 1.2  Comparaison des odes WS existants
ave les odes non-linéaires.
Certaines appliations de l'approximationWeak-Satterer ont été réalisées pour l'étude
de systèmes houlomoteurs spéiques. On peut iter notamment Bretl en 2009 [7℄ qui a
étudié l'un d'eux, dont l'extration est basé sur un pendule plan, ationné en rotation
par les mouvements de roulis et tangage. Auun ode basé sur ette approximation n'a
ependant été onçu pour l'étude de systèmes houlomoteurs quelonque.
1.4.2 Prinipe de l'approximation Weak-Satterer
Dans ette approhe, une déomposition est eetuée entre hamps inident et per-
turbé ave une approximation de perturbation faible devant les omposantes inidentes.
Il en résulte une formulation des onditions de surfae libre linéarisée par rapport à la
déformée inidente de surfae libre, et non par rapport au niveau d'eau moyen. Cepen-
dant, auune hypothèse n'est faite sur le hamp inident et sur le mouvement du orps.
La ondition sur le orps est ainsi réalisée sur sa position exate, tandis que la position
de la surfae libre est elle de l'onde inidente, onnue analytiquement à haque instant.
Un avantage seondaire mais non négligeable de ette méthode est la meilleure gestion
de la houle inidente. Sans ette déomposition, la houle inidente est générée sur les
bords du domaine et se propage dans le domaine uide à l'aide des équations de surfae
libre. Elle est ainsi soumise, omme la perturbation réée par le orps, à la préision du
solveur uide.
Dans le as de l'approhe Weak-Satterer, la houle inidente est imposée analytique-
ment dans tout le domaine uide. Elle est don dénie analytiquement à tout moment
et en tout point du domaine et sa propagation ne dépend pas du solveur uide. Il est de
plus possible d'imposer le modèle de houle voulu, linéaire, non-linéaire voire un modèle
spetral d'ordre élevé (HOS).
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1.5 Contenu du mémoire
Bien que e mémoire reète la progression hronologique des développements du ode
Weak-Satterer présenté, il ne reète pas tout à fait la quantité importante de temps
dédiée aux développement et validation de haque module, en omparaison du peu de
temps restant pour l'appliation à l'étude d'un système houlomoteur.
La première partie de ette thèse a ainsi donné lieu à une analyse bibliographique,
omme tout début de thèse. Mais elle a surtout été l'oasion des développements analy-
tiques des équations intégrales pour une disrétisation linéaire, sur lesquels est basée la
résolution du problème aux limites. Ceux-i ont fait l'objet d'une présentation lors des
Journées de l'Hydrodynamique en 2012 [29℄. Tandis que l'analyse bibliographique a été
suintement présenté dans l'introdution, es développements ne gurent que dans le
troisième hapitre.
La mise en équation est en eet présentée au préalable pour une meilleure ompré-
hension. Chaune de es équations ont été développées, au fur et à mesure de la thèse,
pour haque module onerné. Les équations de la méthode potentielle, des équations
intégrales à résoudre tout d'abord, pour le alul des oeients d'inuene. Les ondi-
tions du problème aux limites ensuite, en aord ave l'approximation Weak-Satterer,
pour l'avane en temps de la solution. Enn les équations de mouvements et d'eort du
ouplage uide-struture, néessitant notamment le développement de la ondition sur
le orps du problème aux limites sur la dérivées du potentiel.
Les implémentations numériques de haque module, ainsi que leurs validations, repré-
sentent le plus gros hapitre de e mémoire, omme elles ont représentées la plus grosse
harge de travail de ette thèse. Seuls les modules les plus importants, représentant le
÷ur du ode, gurent dans e hapitre 4. De même, seules les validations les plus per-
tinentes sont présentées. Parmi es modules peuvent être retrouvés eux liés au alul
des oeients d'inuene et de résolution du problème aux limites, ainsi que elui de
alul des dérivées loales, elui de l'avane temporelle et nalement elui permettant la
détermination des eorts sur le orps et de ses mouvements en résultant.
Ensuite, le hapitre 5 illustre la dernière partie de la thèse portant sur l'appliation
du ode à l'étude d'un système houlomoteur, en aord ave le domaine d'appliation
de elui-i pour l'avanement présent. Le ode de alul, en eet démarré de la feuille
blanhe au début de la thèse, a abouti à un outil fontionnel ayant pour domaine de
validité un orps omplètement immergé en mouvement libre soumis à une houle régulière.
Le système houlomoteur hoisi est alors de type CETO, répondant à tous es ritères.
Une omparaison ave des résultats issus d'un ode potentiel linéaire, Nemoh, a permis
de vérier que le ode Weak-Satterer donne des résultats omparables en onditions
linéaires. Une étude en onditions non-linéaires a ensuite été menée de manière à mettre
en évidene les non-linéarités de surfae libre et liées aux grands mouvements du orps.
Enn, le dernier hapitre est onsaré à la onlusion de ette thèse. Les travaux et
prinipaux résultats issus de elle-i y sont résumés. De nombreuses pistes de développe-
ments sont également envisagées.
Une annexe présente les développements de la ondition limites sur le orps pour le
CHAPITRE 1. INTRODUCTION 18
problème aux limites sur la dérivée temporelle du potentiel. Les expressions données par
Tanizawa et Cointe sont vériées et omparées. Une expression uniée, équivalente aux
deux préédentes mais légèrement simpliée, est ensuite proposée.
Chapitre 2
Mise en équations
2.1 Hypothèses et approximations
2.1.1 Hypothèses
Les hypothèses utilisées dans le modèle mathématique puis dans le ode de alul et
sur lesquelles est basée la théorie présentée dans ette thèse sont les suivantes.
(H1) Fluide inompressible de masse volumique ρ onstante,
(H2) Fluide non visqueux,
(H3) Éoulement irrotationel,
(H4) Ondes inidentes de surfae libre non déferlantes,
(H5) Corps rigides, non déformables et homogènes,
L'hypothèse (H1) implique que le uide est inompressible tandis que l'hypothèse (H2)
néglige les eets visqueux internes au uide mais également eux de l'interation uide-
struture. L'hypothèse (H4) permet d'exprimer la position de la surfae libre à l'aide de
son élévation η(x, y). Cette fontion est univoque et ne permet don pas, par dénition,
de modéliser le déferlement.
Deux onditions supplémentaires sont onsidérées : orps en mouvement de transla-
tion uniquement et orps omplètement immergé. Ces onditions sont posées pour dénir
le domaine de dénition des développements du ode souhaités durant la thèse. Le pas-
sage à la rotation néessite l'introdution d'un système de oordonnées loales, faisant
intervenir les angles d'Euler, de Cardan ou les quaternions en fontion de la méthode uti-
lisée. De même, la prise en ompte de l'intersetion de la surfae libre et du orps requiert
des méthodes appropriées de remaillage, qui font l'objet d'une thèse omplémentaire.
Plusieurs approximations sont également utilisées et sont expliités au long de e
manusrit.
(A1) Approximation Weak-Satterer : omposantes de perturbation faibles devant
les omposantes inidentes,
(A2) Approximation linéaire des grandeurs physiques pour le alul analytique des
oeients d'inuene,
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(A3) Approximation par b-splines des grandeurs physiques pour le alul des dérivées
loales.
2.1.2 Prinipe et approximation de la méthode Weak-Satterer
L'approhe Weak-Satterer a été introduite par Pawlowski [36℄ au début des années
90, dans la suite logique de l'approhe Body-Exat. Cette dernière est également par-
tiellement non-linéaire, mais se foalise uniquement sur le orps. Elle prend en eet en
ompte l'évolution du mouvement du orps dans le alul des eorts et de la résolution du
problème aux limites. Les non-linéarités liées au orps sont don bien traitées, à l'opposé
de elles liées à la variation de position de la surfae libre. Les équations de surfae libre
sont toujours linéarisées sur sa position moyenne z = 0.
L'approximation Weak Satterer ajoute à l'approhe Body-Exat le traitement partiel
des non-linéarités de surfae libre. Elle suppose que les perturbations de l'éoulement dues
au orps sont petites devant les omposantes du hamp inident. Les équations de surfae
libre sont alors linéarisées sur la position de la déformée de surfae libre inidente, pour
aboutir à une approhe faiblement non-linéaire.
La surfae mouillée du orps, sur laquelle sont intégrés les eorts de pression, est
dénie par la position exate du orps et elle de la déformée de surfae libre inidente.
Une approximation est don également faite sur la surfae mouillée du orps.
2.2 Problème aux limites pour le uide
2.2.1 Méthode potentielle
L'hypothèse d'éoulement irrotationel (H3) permet d'introduire un potentiel des vi-
tesses :
~V =
−→∇φ dans le domaine uide (2.1)
=
∂φ
∂x
~i+
∂φ
∂y
~j +
∂φ
∂z
~k
= Vx~i+ Vy~j + Vz~k
L'hypothèse de uide inompressible (H1) implique que la divergene de la vitesse
du uide est nulle div(~V ) = div(
−→∇φ) = 0. Le potentiel φ satisfait alors l'équation de
Laplae dans tout le domaine uide.
∇2φ = 0 (2.2)
2.2.2 Seonde identité de Green
La Seonde Identité de Green permet de transformer un problème volumique en un
problème équivalent exprimé sur les frontières du domaine. Elle s'énone ainsi : pour 2
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hamps salaires u et w de lasse C2 dans le domaine D, délimité par la frontière S.∫∫∫
D
[w∆u− u∆w] dv =
∫∫
S
[
w
∂u
∂n
− u∂w
∂n
]
ds (2.3)
Les hamps salaires u et w sont hoisis omme{
u = G(M,P ) =
1
MP
w = φ(P )
(2.4)
La fontion G est une fontion de Green, dénommée Soure de Rankine, et orrespond
au potentiel engendré par une soure seule plaée au point M .
La Seonde Identité de Green pour es hamps salaires est alors∫∫∫
D
[φ(P )∆G(M,P ) −G(M,P )∆(P )] dv =
∫∫
S
[
φ(P )
∂G(M,P )
∂n
−G(M,P )∂φ(P )
∂n
]
ds
(2.5)
Le laplaien du potentiel des vitesses est nul dans tout le domaine, de même que elui
de la fontion de Green, exepté en P = M . Cette intégrale a ependant une solution
onnue [21℄ (Annexe 2, III.2).∫∫∫
D
∆G(M,P )dV = Ω(M) (2.6)
Ave Ω(M), l'angle solide sous lequel la surfae fermée S est vue depuisM . Il est possible
de prouver, en utilisant une répartition de soures seules uniforme dans tout le domaine,
que l'angle solide peut être expliité omme
Ω(M) =
∫∫
S
∂G(M,P )
∂nP
ds (2.7)
L'identité préédente 2.7 peut être généralisée pour toute fontion f(P, t)∫∫∫
D
f(P, t)∆G(M,P )dv = Ω(M)f(M, t) (2.8)
L'équation 2.5 devient alors
Ω(M)φ(M) +
∫∫
S
∂φ(P )
∂n
G(M,P )ds −
∫∫
S
φ(P )
∂G(M,P )
∂n
ds = 0 (2.9)
Les équations intégrales à déterminer sont ainsi∫∫
S
∂φ(P )
∂nP
G(M,P )ds
∫∫
S
φ(P )
∂G(M,P )
∂nP
ds (2.10)
La onnaissane des quantités sur une frontière est donnée par la ondition limite
assoiée à ette frontière. Les onditions limites peuvent être de deux types. Si la ondition
porte sur une grandeur physique, elle sera de type Dirihlet, tandis que si elle porte sur
sa dérivée, elle sera de type Neumann. Le problème aux limites est du même type que
elui de la ondition limite. Dans le as où les deux types de ondition sont imposés, le
problème aux limites est dit mixte. C'est le as ii.
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2.2.3 Condition limite sur les surfaes matérielles
La ondition sur les Surfaes Matérielles est de type Neumann et repose sur l'hypo-
thèse d'imperméabilité de es surfaes. Cette dernière nous permet en eet d'armer que
le uide ne pénètre pas les surfaes. La vitesse normale du uide en un point du orps
est don égale à la vitesse normale du orps.
~Vcorps · ~n = ~Vfluide · ~n = −→∇φ · ~n = ∂φ
∂n
(2.11)
2.2.4 Conditions limites sur la surfae libre
Deux onditions limites de type Dirihlet oexistent sur la surfae libre : la ondition
inématique de surfae libre (CCSL) et la ondition dynamique de surfae libre (CDSL).
Ces équations sont utilisées pour l'avane en temps du potentiel et de l'élévation de
surfae libre au ours de la simulation temporelle.
Condition inématique de surfae libre
Cette équation traduit le omportement inématique de l'interfae air/uide. L'équa-
tion instantanée dérivant la position de la surfae libre peut être érite omme :
F(x, y, z, t) = η(x, y, t) − z = 0 (2.12)
ave η(x, y, t) la déformée de la surfae libre aux oordonnées géométriques (x, y) et au
temps t, mesurée depuis z = 0. Cette desription monovaluée de la surfae libre empêhe
la modélisation du déferlement, mais simplie le suivi de la surfae libre.
Cette équation est valable à tout moment : une partiule uide sur la surfae libre à
un instant le sera également à l'instant suivant. Cela se traduit alors par
DF(M, t)
Dt
=
∂F
∂t
+
−→
U · −→∇(F) = 0 en z = η(x, y, t) (2.13)
Valable pour un point M de la Surfae Libre, de vitesse
−→
U . Cette vitesse est la vitesse
de l'interfae et non du uide. Elles peuvent ependant être exprimées l'une en fontion
de l'autre à l'aide de la ondition de nullité du ux à travers la surfae libre.
−→
U · ~n = −→∇φ · ~n (2.14)
Or le gradient de la fontion F est porté par la normale à la surfae libre :
−→∇(F) =


∂η
∂x
∂η
∂y
−1

 (2.15)
d'où
∂F
∂t
+
−→∇φ · −→∇(F) = 0 en z = η(x, y, t) (2.16)
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Condition dynamique de surfae libre
La Condition Dynamique de Surfae Libre traduit la ontinuité de la pression au
travers de la surfae libre.Elle s'exprime via la relation de Bernoulli :
patm
ρ
=
∂φ
∂t
+
1
2
−→∇φ · −→∇φ+ gz pour z = η(x, y, t) (2.17)
La pression atmosphérique est hoisie omme référene : patm = pref = 0. Soit
∂φ
∂t
= −gη − 1
2
−→∇φ · −→∇φ pour z = η(x, y, t) (2.18)
Approximation Weak-Satterer et suivi de la surfae libre
Ces deux équations 2.16 et 2.18 sont érites sur la position exate de la surfae libre
z = η(x, y, t) qui fait partie des inonnues. Cela aboutit don à un problème totale-
ment ouplé diile à résoudre. L'approximation Weak-Satterer (A1) préédemment
introduite onduit à linéariser es équations sur la position de la déformée de surfae
libre inidente, au travers d'une déomposition du hamp total, solution du problème, en
omposante inidente et de perturbation.
Cela signie que le maillage de la surfae libre est situé sur la position de la défor-
mée de surfae libre inidente. Ainsi pour mettre à jour la omposante de perturbation
du potentiel ou de l'élévation à partir des équations de surfae libre, il faut suivre les
partiules présentes sur la surfae libre inidente.
η0(x, y, t+ dt) = η0(x, y, t) +
∂η0
∂t
dt (2.19)
Une partiule sur la surfae libre inidente de oordonnées (x, y, z = η(x, y, t)) à l'instant
t se déplae alors vertialement jusqu'aux oordonnées (x, y, z = η(x, y, t+dt)) selon une
vitesse ~v = ∂η0∂t ~z.
Une dérivée partiulaire assoiée à ette vitesse est dénie, de manière à suivre les
n÷uds sur la surfae libre dans leur mouvement.
D0z
Dt
=
∂
∂t
+
∂η0
∂t
∂
∂z
(2.20)
Il est à noter que l'expression de
∂η0
∂t est donnée par l'équation inématique de surfae
libre qui dépend du type de houle imposée.

∂η0
∂t
= −∂φ0
∂z
, pour une houle linéaire : z = 0
∂η0
∂t
= −∂φ0
∂z
−−→∇φ0 · −→∇η0 , pour une houle non-linéaire : z = η0
(2.21)
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Condition inématique de surfae libre modiée
La déformée de surfae libre η(x, y, t) ne dépendant pas de z,
−→∇η =
[
∂η
∂x
,
∂η
∂y
, 0
]
. Il
est aisé de montrer que
D0zη
Dt
=
∂η
∂t
(2.22)
Ainsi en reprenant l'équation inématique (2.16)
∂(η − z)
∂t
+
−→∇φ · −→∇(η − z) = ∂η
∂t
+
−→∇φ · −→∇η − ∂φ
∂z
= 0 (2.23)
D'où
∂η
∂t
=
∂φ
∂z
−−→∇φ · −→∇η (2.24)
Cette équation est érite pour la position exate de la surfae libre z = η. Dans le
adre de l'approximation Weak-Satterer, il est néessaire de transposer ette équation
sur la position de la surfae libre inidente. Pour ela, la déomposition en omposantes
inidente et de perturbation est introduite dans un premier temps
∂ηp
∂t
= −∂η0
∂t
+
∂
∂z
(φp + φ0)−−→∇(φp + φ0) · −→∇(ηp + η0) (2.25)
Un développement de Taylor sur la omposante de perturbation ηp faible devant la om-
posante inidente est réalisé. Les termes du seond ordre des omposantes de perturba-
tion, négligeables, sont alors supprimés.
∂ηp
∂t
= −∂η0
∂t
+
∂
∂z
(φp + φ0)−−→∇φ0 · −→∇η0 −−→∇φp · −→∇η0 −−→∇φ0 · −→∇ηp
+ηp
(
∂2φ0
∂z2
− ∂
−→∇φ0
∂z
· −→∇η0
)
, sur z = η0 (2.26)
Condition dynamique de surfae libre modiée
La ondition dynamique (2.18) peut être érite en utilisant la dérivée partiulaire
introduite préédemment.
D0zφ
Dt
=
∂φ
∂t
+
∂η0
∂t
∂φ
∂z
= −gη − 1
2
−→∇φ · −→∇φ+ ∂η0
∂t
∂φ
∂z
, sur z = η (2.27)
La même déomposition est introduite
D0zφp
Dt
= −D0zφ0
Dt
− g (ηp + η0)− 1
2
−→∇ (φp + φ0) · −→∇ (φp + φ0) + ∂η0
∂t
∂
∂z
(φp + φ0)
= −∂φ0
∂t
− g (ηp + η0)− 1
2
−→∇ (φp + φ0) · −→∇ (φp + φ0) + ∂η0
∂t
∂φp
∂z
, sur z = η
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Il reste alors à transporter ette équation, érite sur la position exate de la surfae libre,
sur la position de la houle inidente, via le développement de Taylor sur ηp et supprimer
les termes du seond ordre des omposantes de perturbation.
D0zφp
Dt
= −∂φ0
∂t
− g.(η0 + ηp)− 1
2
−→∇φ0 · −→∇φ0 −−→∇φp · −→∇φ0 + ∂η0
∂t
∂φp
∂z
−ηp
(
∂2φ0
∂z∂t
+
∂
−→∇φ0
∂z
· −→∇φ0
)
, sur z = η0 (2.28)
2.3 Couplage uide-struture
2.3.1 Équation de mouvement
La détermination des mouvements d'un orps libre est réalisée via l'équation de mou-
vement érite pour les 3 degrés de liberté en translation et 3 degrés de liberté en rotation.
M · ~¨xB = −→F Hydro +M · ~g +−→F ext (2.29)
~¨xB est le veteur aélération en translation du orps, exprimé en son entre de gravité.
M¯ est la matrie masse du orps.
−→F ext est la résultante des eorts extérieurs s'appliquant
sur le orps (anrage, amortissement visqueux, PTO, et).
Les veteurs position, vitesse et aélération, (~x, ~˙x, ~¨x) d'un point du orps peuvent
être exprimés en fontion de eux du entre de gravité du orps et des oordonnées du
point onsidéré dans le repère loal entré sur le entre de gravité du orps.

~x = ~xB + ~r
~˙x = ~˙xB +
−→
Ω ∧ ~r
~¨x = ~¨xB +
−˙→
Ω ∧ ~r +−→Ω ∧ −→Ω ∧ ~r
(2.30)
2.3.2 Eorts hydrodynamiques
L'eort hydrodynamique est déni omme l'intégration sur la surfae du orps de la
pression hydrodynamique
−→
F Hydro = −
∫∫
Sb
p~nds (2.31)
La pression hydrodynamique loale peut être alulée par la relation de Bernoulli.
p− patm = ρ
(
−∂φ
∂t
− 1
2
.
−→∇φ.−→∇φ− g.z
)
(2.32)
patm orrespond à la pression atmosphérique et peut être hoisie omme la pression de
référene patm = pref = 0. On peut également isoler le terme de pression hydrostatique :
ps = −ρgz.
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L'évolution du potentiel sur le orps est onnue puisque 'est la solution du problème
aux limites permettant de aluler la dérivée normale sur la surfae libre. Le gradient
surfaique du potentiel peut être déterminé pour haque faette à partir du paramétrage
isométrique ou via une approximation par B-Splines du potentiel. La dérivée normale du
potentiel est onnue, par la ondition sur le orps.
2.3.3 Détermination de la dérivée temporelle du potentiel
La dérivée temporelle du potentiel n'est a priori pas onnue lors de la simulation
temporelle. Elle peut être déterminée de deux manières, selon que le mouvement du
orps est imposé ou laissé libre.
En eet, si le orps est en mouvement imposé, la détermination des eorts de pression
n'est pas néessaire à l'avane en temps de la solution. La dérivée temporelle peut alors
être alulée par diérenes nies à la n de la simulation. Les valeurs du potentiel étant
données pour un orps en mouvement, la dérivée alulée par ette méthode est la dérivée
lagrangienne assoiée à la vitesse des n÷uds du orps.
Si le orps est en mouvement libre, ette méthode ne fontionne plus en raison du
ouplage fort entre dynamique du mouvement et eort. La seonde méthode est basée
sur la résolution d'un problème aux limites sur la dérivée temporelle du potentiel. En
eet, si le potentiel est à laplaien nul, sa dérivée partielle par rapport au temps l'est
également.
△ φ = 0 =⇒△∂φ
∂t
= 0 (2.33)
Les onditions limites de e problème sont similaires à elles pour le problème aux
limites pour le potentiel. On retrouve une ondition de Neumann sur la surfae libre et
une ondition de Dirihlet sur les surfaes matérielles :

△∂φ
∂t
= 0 dans tout le domaine uide
∂φ
∂t
=
D0zφ
Dt
− ∂φ0
∂z
∂φ
∂z
sur la surfae libre
∂2φ
∂n∂t
= ~¨xB · ~n+ q sur un orps en mouvement de translation
∂2φ
∂n∂t
= 0 sur les frontières xes
(2.34)
(~¨xB , ~¨θB) sont les aélérations du orps en translation et rotation, le terme supplémen-
taire q permet de prendre en ompte les eets d'advetion du orps en mouvement. La
ondition de Neumann sur les surfaes matérielles ainsi que l'origine du terme q est
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développée dans l'ANNEXE 1.
q = (~˙θ · ~s2)
(
2(~˙x · ~s1)− ∂φ
∂s1
)
− (~˙θ · ~s1)
(
2(~˙x · ~s2)− ∂φ
∂s2
)
+
(~˙x · ~s1)
R1
(
∂φ
∂s1
− (~˙x · ~s1)
)
+
(~˙x · ~s2)
R2
(
∂φ
∂s2
− (~˙x · ~s2)
)
+(~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
+
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
(2.35)
Chapitre 3
Disrétisation et équations
intégrales
La résolution du problème aux limites néessite de aluler les deux équations inté-
grales posées dans le hapitre 2.2.2, rappelées i-dessous∫∫
S
∂φ(P )
∂nP
G(M,P )dSP
∫∫
S
φ(P )
∂G(M,P )
∂nP
dSP
Ces équations sont déomposées pour haque élément de surfae omposant la fron-
tière du domaine. La disrétisation, i.e. l'approximation de la variation des grandeurs φ
et
∂φ
∂n sur les faettes, a été hoisie linéaire. Cette disrétisation présente en eet un bon
ompromis préision/eaité, en omparaison de elles à panneaux onstants et d'ordre
élevé. Ce hoix est de plus onsistant ave elui de la formulation Weak-Satterer, om-
promis entre les approhes linéaire et omplètement non-linéaire.
La disrétisation à panneaux onstants est utilisée dans Aquaplus et Nemoh. Les dé-
veloppements analytiques sont don onnus au sein du laboratoire. De préédents travaux
sur une disrétisation d'ordre élevé ont également été menés au préalable. Celle-i requiert
l'utilisation de shémas numériques, pour la détermination des équations intégrales. Les
temps de alul assoiés à ette disrétisation ont ependant été trop importants (environ
24h par période de houle simulée).
Un important travail d'élargissement des développements analytiques des équations
intégrales a ainsi été réalisée, au début de la thèse, an de pouvoir passer de la disrétisa-
tion à panneaux onstants à la disrétisation linéaire. En onservant un alul analytique
des équations intégrales, on s'assure de garder des temps de alul raisonnables.
28
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3.1 Disrétisation
La desription de la géométrie est basée sur des éléments triangulaires. Les grandeurs
physiques varient linéairement sur les faettes, en aord ave la disrétisation.
3.1.1 Paramétrage
P1 P2
P3
u
v
G
Figure 3.1  Paramétrage
Le paramétrage suivant est déni pour haque faette.
−→
P =
−→
P1 + u.
−−−→
P1P2 + v.
−−−→
P1P3
=

 x1 x2 − x1 x3 − x1y1 y2 − y1 y3 − y1
z1 z2 − z1 z3 − z1

 ·

 1u
v


Cette desription de la faette est isoparamétrique : la fontion paramétrique f dérit
aussi bien la géométrie de la faette que les variations des grandeurs.
f(P ) = f(P1) + u.(f(P2)− f(P1)) + v.(f(P3)− f(P1))
= (1− u− v).f(P1) + u.f(P2) + v.f(P3)
(3.1)
Le entre de gravité de l'élément est le point partiulier de oordonnées (u, v) =
(
1
3
,
1
3
)


−→
G =
1
3
.
−→
P1 +
1
3
.
−→
P2 +
1
3
−→
P3
f(G) =
1
3
.f(P1) +
1
3
.f(P2) +
1
3
.f(P3)
(3.2)
La fontion f variant linéairement, son gradient surfaique
−→∇sf est onstant sur la
faette. f peut ainsi être exprimée, en un point P de la faette, à l'aide de elui-i.
f(P ) = f(G) +
−→∇sf · −−→GP (3.3)
Le gradient surfaique dière du gradient omplet par la ontribution nulle de la
variation normale à l'élément.
−→∇sf = −→∇f −
(−→∇f · ~n)~n (3.4)
3.1.2 Expression du gradient
Pour exprimer le gradient surfaique de f , il est néessaire de déterminer les dérivées
partielles de la fontion f selon les paramètres u et v
CHAPITRE 3. DISCRÉTISATION ET ÉQUATIONS INTÉGRALES 30
f,u(P ) =
∂f(P )
∂u
= f(P2)− f(P1) et f,v(P ) = ∂f(P )
∂v
= f(P3)− f(P1) (3.5)
ainsi que les dérivées partielles du paramétrage.
−→
P,u =
∂
−→
P
∂u
=
−−−→
P1P2 et
−→
P,v =
∂
−→
P
∂v
=
−−−→
P1P3 (3.6)
Le tenseur métrique est alors déni omme
G =

 ‖
−−−→
P1P2 ‖2 −−−→P1P2 · −−−→P1P3
−−−→
P1P2 · −−−→P1P3 ‖ −−−→P1P3 ‖2


(3.7)
et son inverse
g = G−1 = 1
∆

 ‖
−−−→
P1P3 ‖2 −−−−→P1P2 · −−−→P1P3
−−−−→P1P2 · −−−→P1P3 ‖ −−−→P1P2 ‖2


(3.8)
ave ∆ =‖ −−−→P1P2 ‖2 . ‖ −−−→P1P3 ‖2 −(−−−→P1P2 · −−−→P1P3)2
Le gradient de la fontion paramétrique est alors donnée par Bonnet [6℄
−→∇f = ∂f
∂u
.
(
g11
∂P
∂u
+ g12
∂P
∂v
)
+
∂f
∂v
.
(
g21
∂P
∂u
+ g22
∂P
∂v
)
+
∂f
∂n
.~n (3.9)
Soit le gradient surfaique,
−→∇sf = f(P2)− f(P1)
∆
.
[
‖ −−−→P1P3 ‖2 .−−−→P1P2 − (−−−→P1P2 · −−−→P1P3).−−−→P1P3
]
+
f(P3)− f(P1)
∆
.
[
−(−−−→P1P2 · −−−→P1P3).−−−→P1P2+ ‖ −−−→P1P2 ‖2 .−−−→P1P3
] (3.10)
On peut également l'exprimer de manière à isoler les valeurs de la fontion aux n÷uds :
−→∇sf =
=
Σ ·


f(P1)
f(P2)
f(P3)

 (3.11)
ave 

=
Σ =
1
∆
.
[
−( ~A+ ~B) ~A ~B
]
~A = ‖ −−−→P1P3 ‖2 .−−−→P1P2 − (−−−→P1P2 · −−−→P1P3).−−−→P1P3
~B = −(−−−→P1P2 · −−−→P1P3).−−−→P1P2+ ‖ −−−→P1P2 ‖2 .−−−→P1P3
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3.2 Intégrale Iσ(M, i) =
∫∫
Si
σ(P )G(M,P )dS
L'intégrale Iσ(M, i) s'érit pour haque ouple de point de ontrle M et de faette i,
σ faisant référene à la distribution de soures générant une vitesse normale ∂φ∂n .
Iσ(M, i) =
∫∫
Si
∂φ(P )
∂n
G(M,P )dS (3.12)
Le paramétrage donne la variation linéaire de σ pour un point P de l'élément i.
σ(P ) = σ(G) +
−→∇sσ · −−→GP (3.13)
Le entre de gravité G et le gradient surfaique
−→∇sσ sont intrinsèques à l'élément i et
devraient porter l'indie i. Pour plus de lisibilité, il a été hoisi d'omettre et indie pour
es grandeurs.
L'intégrale Iσ(M, i) peut alors s'érire omme
Iσ(M, i) = σ(G)
∫∫
Si
1
MP
dS +
−→∇sσ ·
∫∫
Si
−−→
GP
MP
dS
=
(
σ(G) +
−→∇sσ · −−→GM
)∫∫
Si
1
MP
dS +
−→∇sσ ·
∫∫
Si
−−→
MP
MP
dS
=
(
σ(G) +
−→∇sσ · −−→GM
)∫∫
Si
1
MP
dS +
−→∇sσ ·
∮
Ci
MP.~n ∧ ~dl (3.14)
La transformation de l'intégrale de surfae en intégrale de ontour est réalisée grâe
à la formule de Kelvin. ∫∫
S
−→∇fdS =
∮
C
f. ~nS ∧ ~dl (3.15)
ave −−→
MP
MP
=
−→∇(MP ) (3.16)
En isolant les valeurs de σ aux n÷uds à l'aide de l'équation 3.11, l'intégrale s'érit
alors omme
Iσ(M, i) =

(1
3
I¯ +
−−→
GM ·
=
Σ
)∫∫
Si
1
MP
dS −

∮
Ci
MP.~n ∧ ~dl

 · =Σ

 ·

 σ1σ2
σ3


(3.17)
On pose pour la suite :
Sσ =
∫∫
Si
1
MP
dS et ~Iσ = −
∮
Ci
MP.~n ∧ ~dl
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3.2.1 Intégrale Sσ =
∫∫
Si
1
MP
dS
Cas régulier
PourM 6∈ Si, l'intégrale Sσ possède une solution analytique donnée par P. Guevel [21℄.
Sσ =
3∑
k=1
N tk
2dk
log
(
N1k
D1k
)
− 2 | Z | arctan
(
N tk
Dtk
)
(3.18)
Ave : 

Rk = ‖ −−−→PkM ‖
dk = ‖ −−−−→PkPk+1 ‖
Z =
−−→
GM · ~n
N1k = Rk+1 +Rk + dk
D1k = Rk+1 +Rk − dk
N tk = 2
−−−→
PkM ·
(
~n ∧−−−−→PkPk+1
)
Dtk = (Rk+1 +Rk)
2 − d2k + 2 | Z | .(Rk+1 +Rk)
(3.19)
Si le point de ontrle M est situé sur le sommet Pk de l'élément Si, une singularité
apparait alors.
M = Pk ⇒ (Rk, dk, N1k ,D1k, N tk,Dtk) = (0, Rk+1, 2.Rk+1, 0, 0, 0) (3.20)
Singularité
On suppose M = P1. Toute solution déterminée dans e as préis vaudra également
pour M = P2 ou M = P3, en réordonnant les sommets.
P1
P2
P3
~i
~j
p q
Figure 3.2  Paramétrage
Soit le paramétrage suivant de l'élément Si

~i = 12(
−−−→
P1P2 +
−−−→
P1P3)
~j =
−−−→
P2P3
~h = ~i ∧~j
(3.21)
−−→
MP = p~i+ pq~j (p, q) ∈ [0, 1] × [−1
2
,
1
2
] (3.22)
ainsi que le hangement de variables suivant

p = p′.
√
~j2
∆
q =
√
∆
~j2
(
q′ +
~i ·~j√
∆
)
ave ∆ =~i2.~j2 − (~i ·~j)2 (3.23)
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Les bornes d'intégration deviennent alors :
(p′, q′) ∈
[
0,
√
∆
~j2
]
× [−a+ b, a+ b] ave a = 1
2
.
~j2√
∆
et b =
(~i ·~j)√
∆
(3.24)
La surfae élémentaire dS se alule par :
dS =‖ ~h ‖ pdpdq =‖ ~h ‖ p′.
√
~j2
∆
.
√
~j2
∆
dp′.
√
∆
~j2
dq′ =
‖ ~h ‖√
∆
p′dp′dq′ (3.25)
La norme de MP au arré s'exprime en fontion de e hangement de variable par :
MP 2 = (p.~i+ pq.~j)2 = p2.~i2 + q2.~j2 + 2p2q.
~
i ·~j
= p2.
(
~i2 + q2.~j2 + 2q.~i ·~j
)
= p′2
~j2
∆
.
[
~i2 + q′2.
∆
~j4
.~j2 +
(~i ·~j)2
~j4
.~j2 − 2q′
√
∆.~i ·~j
~j4
.~j2 + 2q′
∆
~j2
− 2(
~i ·~j)2
~j2
]
= p′2
~j2
∆
.
[
~i2 + q′2.
∆
~j2
− (
~i ·~j)2
~j2
]
= p′2
~j2
∆
.
[
~i2.~j2 − (~i ·~j)2
~j2
+ q′2.
∆
~j2
]
(3.26)
Soit
MP 2 = p′2.(1 + q′2) (3.27)
L'intégrale Sσ s'érit ainsi
Sσ =
∫∫
p′×q′
1
p′.
√
1 + q′2
‖ ~h ‖√
∆
p′dp′dq′
=
‖ ~h ‖√
∆
.
√
∆
~j2
.
∫
q′
1√
1 + q′2
dq′
=
‖ ~h ‖√
~j2
.
∫
q′
1√
1 + q′2
dq′
Sσ =
‖ ~h ‖√
~j2
. [asinh(a+ b)− asinh(−a+ b)] (3.28)
Ou sous une autre forme
Sσ =
∫∫
Si
1
MP
dSP =
‖ ~h ‖√
~j2
. ln(
a+ b+
√
1 + (a+ b)2
−a+ b+
√
1 + (−a+ b)2 ) (3.29)
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3.2.2 Intégrale
~Iσ =
∮
Ci
MP · ~nP ∧ ~dlP
L'intégrale
~Iσ peut se déomposer sur haun des tés de l'élément. On se plae dans
un as de référene : on onsidère un segment [AB], un point P sur e segment, et un
point de ontrle M . L'intégrale à aluler sur e segment est alors
~I
ø
=
∫ B
A
MP.dl · ~s (3.30)
+
+
A
B
M
P
~t
~s
~n
Figure 3.3  Cas de Référene
Ave la base loale
(
~s,~t, ~n
)
dénie par

~s = ~n ∧ ~t = ~n ∧
−−→
AB
AB
~t =
−−→
AB
AB
t =
AP
AB
, t ∈ [0, 1]
dl = AB.dt
(3.31)
D'après le théorème d'Al-Kashi, on peut érire la norme de MP sous la forme :
MP 2 = AP 2 +AM2 − 2.−→AP .−−→AM
= AP 2 +AM2 − 2.AP
AB
−−→
AB.
−−→
AM , puisque P ∈ [AB]
= t2.AB2 +AM2 − 2t.−−→AB.−−→AM
=
(
t.AB −
−−→
AB.
−−→
AM
AB
)2
+AM2 −
(−−→
AB.
−−→
AM
AB
)2
Soit
MP 2 = K2(1 + q2) (3.32)
en introduisant le hangement de variable suivant

K2 = AM2 −
(−−→
AB.
−−→
AM
AB
)2
=
AM2.AB2 − (−−→AB.−−→AM)2
AB2
≥ 0
q =
1
K
.
(
t.AB −
−−→
AB.
−−→
AM
AB
)
, q ∈ [q0, q1]
dq =
AB
K
.dt
q0 = −
−−→
AB.
−−→
AM
AB.K
q1 =
AB2 −−−→AB.−−→AM
AB.K
(3.33)
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L'intégrale à aluler devient ave e hangement de variable
~I
ø
=
∫ q1
q0
K2
√
1 + q2.dq.
~n ∧ −−→AB
AB
= K2.
∫
asinh(q1)
asinh(q0)
√
1 + sinh(x)2. cosh(x)dx.
~n ∧ −−→AB
AB
en posant q = sinh(x)
= K2.
∫ b=asinh(q1)
a=asinh(q0)
cosh(x)2dx.
~n ∧ −−→AB
AB
= K2.
∫ b
a
cosh(2x) + 1
2
dx.
~n ∧ −−→AB
AB
La solution analytique de ette intégrale est ainsi
~I
ø
=
K2
2.AB
[
b− a+ sinh(2b)− sinh(2a)
2
]
~n ∧ −−→AB (3.34)


a = asinh(q0) = asinh(−
−−→
AB.
−−→
AM
AB.K
)
b = asinh(q1) = asinh(
AB2 −−−→AB.−−→AM
AB.K
)
K2 = AM2 −
(−−→
AB.
−−→
AM
AB
)2
(3.35)
Singularité
Bien que l'intégrale ne présente initialement pas de singularité, la solution analytique
que nous avons développée en possède une. En eet, lorsque K = 0, l'expression de
q n'est plus valable. Cependant, dans e as préis, nous pouvons nous ramener à une
représentation et une expression de l'intégrale enore plus simple. En eet, K = 0 signie
que le point M est sur la droite (AB).
~I
ø
=
∫ B
A
MP.dl · ~n ∧
−−→
AB
AB
=
∫ B
A
‖MA+
−−→
AB.
−−→
AM
AM.AB
·AP ‖ .dl · ~n ∧
−−→
AB
AB
=
∫ 1
0
‖MA+
−−→
AB.
−−→
AM
AM.AB
· t.AB ‖ .(AB.dt) · ~n ∧
−−→
AB
AB
= ‖MA+ 1
2
.
−−→
AB.
−−→
AM
AM.AB
.AB ‖ ·~n ∧ −−→AB
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3.3 Intégrale Iµ(M, i) =
∫∫
Si
µ(P )
∂G(M,P )
∂n
dSP
L'intégrale Iµ(M, i), µ faisant référene à la distribution de doublets normaux à l'ori-
gine d'un potentiel φ, s'érit pour haque ouple de point de ontrle M et de faette i
Iµ(M, i) =
∫∫
Si
φ(P )
∂G(M,P )
∂n
dSP
Pour ette intégrale, le as singulier peut être évaué de manière simple. En eet la
ontribution de ette singularité est isolée dans l'angle solide :
Ω(M)φ(M) =
∫∫∫
D
φ(P )∆G(M,P )dV
Pour le as régulier, une méthode similaire à elle utilisée pour l'intégrale Iσ(M, i),
et basée sur l'expression de la variation linéaire de µ = φ d'un point P sur l'élément i,
peut être utilisée.
µ(P ) = µ(G) +
−→∇sµ.−−→GP
L'équation Iµ(M, i) s'érit alors
Iµ(M, i) =
(
µ(G) +
−→∇sµ · −−→GM
)∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
dS +
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
(−→∇sµ · −−→MP) dS
La seonde intégrale peut se transformer en intégrale de ontour en introduisant la fon-
tion vetorielle suivante :
−→
F = −G(M,P )
(−→∇sµ ∧ −−→MP) (3.36)
~F =


cµ.(yP − yM)− bµ.(zP − zM )√
(xP − xM )2 + (yP − yM )2 + (zP − zM )2
aµ.(zP − zM )− cµ.(xP − xM )√
(xP − xM )2 + (yP − yM )2 + (zP − zM )2
bµ.(xP − xM )− aµ.(yP − yM)√
(xP − xM )2 + (yP − yM )2 + (zP − zM )2
ave
−→∇sµ = [aµ, bµ, cµ]
Il est possible de remarquer que le rotationnel de ette fontion ontient les termes à
intégrer :
−→
rot(~F ) = [aµ(xP − xM ) + bµ(yP − yM ) + cµ(zP − zM )] .−→∇G(M,P )
−2.G(M,P ).−→∇sµ+G(M,P ).−→∇sµ
=
(−→∇sµ · −−→MP)−→∇G(M,P ) −G(M,P )−→∇sµ (3.37)
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−→
rot(~F ) · ~n = ∂G(M,P )
∂n
(−→∇sµ · −−→MP)−G(M,P )(−→∇sµ · ~n)
=
∂G(M,P )
∂n
(−→∇sµ · −−→MP) (3.38)
Le gradient surfaique ontient en eet par dénition une variation normale nulle.
−→∇sµ · ~n = 0
Le théorème de Stokes permet de transformer une intégrale de surfae en une intégrale
de ontour. ∫∫
Si
(−→
rot(~F ) · ~n
)
dS =
∮
Ci
−→
F · ~dl (3.39)
La seonde intégrale s'érit alors∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
(−→∇sµ · −−→MP) dS =
∮
Ci
− 1
MP
(−→∇sµ ∧ −−→MP) · ~dl
= −−→∇sµ.
∮
Ci
−−→
MP
MP
∧ ~dl (3.40)
L'intégrale Iµ(M, i) s'exprime alors omme
Iµ(M, i) =
(
µ(G) +
−→∇sµ · −−→GM
)∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
dS −−→∇sµ ·
∮
Ci
−−→
MP
MP
∧ ~dl (3.41)
En isolant les valeurs de µ aux n÷uds à l'aide de l'équation 3.11, l'intégrale s'érit alors
omme
Iµ(M, i) =

(1
3
.I¯ +
−−→
GM ·
=
Σ
)
.
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
dS −

∮
Ci
−−→
MP
MP
∧ ~dl

 · =Σ

 ·

 µ1µ2
µ3


(3.42)
On pose pour la suite :
Sµ =
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂nP
dSP et ~Iµ =
∮
Ci
−−→
MP
MP
∧ ~dl
3.3.1 Intégrale Sµ =
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂nP
dSP
L'intégrale Sµ possède une solution analytique donnée par P. Guevel [21℄.
Sµ = 2.signe(Z)
3∑
k=1
arctan
(
N tk
Dtk
)
(3.43)
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

Rk = ‖ −−−→PkM ‖
dk = ‖ −−−−→PkPk+1 ‖
Z =
−−→
GM · ~n
N tk = 2
−−−→
PkM ·
(
~n ∧ −−−−→PkPk+1
)
k
Dtk = (Rk+1 +Rk)
2 − d2k + 2 | Z | .(Rk+1 +Rk)
(3.44)
3.3.2 Intégrale
~Iµ =
∮
Ci
~MP
MP
∧ ~dlP
L'intégrale
~Iµ peut être déomposée sur haque té de la faette. Soit le as de
référene suivant : un segment [AB], un point P sur e segment, et un point de ontrle
M .
L'intégrale à aluler est alors :
I
ø
=
B∫
A
−−→
MP
MP
∧
−−→
AB
AB
.dl =
−−→
MA ∧ −−→AB
AB
B∫
A
1
MP
dl +
1
AB
B∫
A
✘
✘
✘
✘
✘−→
AP ∧−−→AB
MP
.dl (3.45)
Les mêmes paramétrage et hangements de variable que pour l'intégrale
~Iσ
+
+
A
B
M
P
~t
Figure 3.4  Cas de Référene
peuvent être introduits pour exprimer MP .


~t =
−−→
AB
AB
t =
AP
AB
, t ∈ [0, 1]
dl = AB.dt
(3.46)
MP 2 = K2(1 + q2) (3.47)
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

K2 = AM2 −
(−−→
AB.
−−→
AM
AB
)2
=
AM2.AB2 − (−−→AB.−−→AM)2
AB2
≥ 0
q =
1
K
.
(
t.AB −
−−→
AB.
−−→
AM
AB
)
, q ∈ [q0, q1]
dq =
AB
K
.dt
q0 = −
−−→
AB.
−−→
AM
AB.K
q1 =
AB2 −−−→AB.−−→AM
AB.K
(3.48)
Si K2 > 0, l'intégrale I
ø
peut alors s'érire :
~I
ø
= −K.
−−→
MA ∧ −−→AB
AB
q1∫
q0
1
K.
√
(1 + q2)
.dq
~I
ø
= −
−−→
MA ∧ −−→AB
AB
[asinh(q1)− asinh(q0)] (3.49)
Ou sous une autre forme
~I
ø
= −
−−→
MA ∧ −−→AB
AB
ln
(
q1 +
√
1 + q21
q0 +
√
1 + q20
)
(3.50)
Singularité
La singularité apparait si K = 0 mais implique que M ∈ (AB). L'intégrale a alors
une solution analytique simple
~I
ø
= −−→∇sµ.
−−→
MA ∧ −−→AB
AB
B∫
A
1
MP
dl = 0 (3.51)
3.4 Développements asymptotiques
Les développements asymptotiques (point de ontrle M loin de l'élément i) ont été
établis par Guevel [21℄ et Delhommeau [11℄. Un ritère de distane a été introduit par
Guevel pour séletionner la solution exate ou la solution asymptotique à utiliser. Ce
ritère est déni omme le rapport de la distane du point de ontrle au entre de la
faette sur la plus grande distane du entre de gravité de la faette à ses sommets.
Cr =
GM
max
i=1,3
(GPi)
(3.52)
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Une valeur du seuil à 7 a été proposée par Guevel : supérieure ou égale à e seuil, la
solution asymptotique est hoisie, sinon la solution exate est utilisée. Guevel donne une
estimation de l'erreur relative induite par la solution asymptotique inférieure à 0.5%
lorsque e ritère est supérieur à 7.
La valeur du seuil dans notre as a été hoisi arbitrairement à 8 sans plus d'étude
sur l'erreur relative entre les deux solutions en disrétisation linéaire que n'en a mené
Guevel.
3.4.1 Intégrale Sσ =
∫∫
Si
1
MP
dS
L'inuene de l'élément i sur le point de ontrle M est approximée en supposant que
la grandeur σ est onstante sur la faette.
Sσ(M, i) =
∫∫
Si
1
MP
dS =
ASi
GM
ave ASi l'aire de l'élément i (3.53)
3.4.2 Intégrale Sµ =
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
dS
De la même façon, l'inuene de l'élément i sur le point de ontrle M est approximée
en supposant que la grandeur µ est onstante sur la faette.
Sµ(M, i) =
∫∫
Si
∂G(M,P )
∂n
dS =
−−→
GM ∧ ~n
GM3
ASi (3.54)
Chapitre 4
Implémentations numériques et
validations
4.1 Struture du ode
4.1.1 Desription rapide du ode
Le ode de alul est érit en langage Fortran, déomposé en plusieurs modules dont
les prinipaux sont :
• Module de Calul des Coeients d'Inuene,
• Module de Résolution du Problème aux Limites,
• Module de Calul des Dérivées Loales,
• Module de la Boule Temporelle,
• Module de Calul des Eorts et Mouvements du orps.
Exepté le premier, les implémentations de tous es modules sont présentées dans e ha-
pitre. Ils ont été développés hronologiquement et validés indépendamment. Seulement
une partie de es validation sont exposées an de ne pas surharger le doument.
De même plusieurs autres modules ontenant des fontions et routines néessaires au
fontionnement du ode ne sont pas présentés, tels les modules de génération de maillage,
de dénition des omposantes inidentes de la houle ou enore de gestion des strutures
de données.
4.1.2 Algorithme de la boule temporelle
Le module de Boule Temporelle est elui faisant appel à quasiment tous les autres
modules, pour réaliser l'avane en temps de la solution. Son algorithme est ainsi présenté
dans un premier temps pour mieux saisir l'imbriation de tous es modules.
41
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Initialisation
Maillage Eoulement
Calul des Coef-
ients Inuene
Résolution du Pro-
blème aux Limites sur φ
Calul des Déri-
vées Loales sur SL
Résolution des
Équations de SL
Corps
Calul des Dérivées
Loales sur Corps
Mouvement
Libre
Calul Terme Q
Résolution du Problème
aux Limites sur φt
MaJ Positions et
Vitesses du Corps
Résolution du Problème
aux Limites sur φt
Calul des Ef-
forts sur le Corps
MaJ Eoulement et Maillage
oui
oui
non
non
Intégration Runge-Kutta
Intégration Temporelle
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Cet algorithme est inomplet puisqu'il ne permet pas de prendre en ompte ertaines
fontionnalités, tel le alul partiel des oeients d'inuene ou enore le fontionnement
en shéma RK gé. Cependant il donne une bonne approximation des étapes néessaires
au bon fontionnement du ode.
4.2 Module de résolution du problème aux limites
La résolution du Problème aux Limites permet de déterminer le potentiel sur la
surfae du orps ainsi que la vitesse normale sur la surfae libre, grandeurs néessaire à
l'avane en temps puisque présente respetivement dans la résolution du mouvement du
orps et les équations de surfae libre.
4.2.1 Implémentations numériques
Problème aux limites disrétisé
Le problème aux limites est basé sur la résolution d'un ensemble d'équations érites
pour haque n÷ud du maillage des frontières du domaine. L'équation intégrale s'érit
pour un point M quelonque du domaine.
φ(M) · Ω(M) +
∫∫
S
∂φ(P )
∂nP
G(M,P )dSP −
∫∫
S
φ(P )
∂G(M,P )
∂nP
dSP = 0 (4.1)
Cette équation peut être disrétisée, 'est à dire érite pour tous les points de la surfae
S fermant le domaine D, en isolant les valeurs de φ et ∂φ∂n . Les inonnues étant loalisées
aux n÷uds du maillage, d'après l'approximation (A2), ette disrétisation est eetuée
par olloation.
Pour un n÷ud d'indie i, on a
Ω(i).φ(i) +
N∑
j=1
CS(i, j).
∂φ
∂n
(j)−
N∑
j=1
CD(i, j).φ(j) = 0 (4.2)
Les oeients CS et CD sont appelés oeients d'inuene et quantient l'in-
uene d'un point soure sur un point de ontrle. Ces équations, érites pour tous les
points, établissent un système linéaire permettant, si l'une des quantités φ ou ∂φ∂n est
onnue, de déterminer l'autre.
L'angle solide a été expliité dans l'équation 2.7 omme
Ω(M) =
∫∫
S
∂G(M,P )
∂nP
ds (4.3)
L'angle solide d'un point d'indie i peut être exprimé simplement sous forme disrétisée
omme la somme des oeients CD
Ω(i) =
N∑
j=1
CD(i, j) (4.4)
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Le oeient de doublet d'auto-inuene CD(i, i) est nul par dénition. An de simplier
l'ériture du système linéaire à résoudre, on intègre l'angle solide dans e oeient
d'auto-inuene, pour obtenir
N∑
j=1
CS(i, j).
∂φ
∂n
(j) −
N∑
j=1
CD(i, j).φ(j) = 0 (4.5)
ave
CD(i, i) = Ω(i) =
N∑
j=1,j 6=i
CD(i, j) (4.6)
Gestion des n÷uds sur des intersetions
Certains n÷uds peuvent se trouver sur l'intersetion de deux faes, présentant une
normale diérente et/ou un type de ondition diérent. Cela pose don le problème
de onditions multiples sur es n÷uds. Si l'intersetion a lieu entre deux faes d'une
surfae matérielle, deux onditions de Neumann sont posées, une pour haque normale.
Si l'intersetion est elle d'une surfae matérielle et de la surfae libre, il y a oexistene
de la ondition de Neumann et de la ondition de Dirihlet.
An de prendre en ompte es onditions multiples, des n÷uds doubles sont intro-
duits. Pour une position géométrique, on fait oexister deux n÷uds présentant deux
onditions diérentes. Cela ontraint légèrement le système à résoudre puisqu'il faut vé-
rier la ontinuité de la solution du potentiel au franhissement de es bords. Néanmoins
ela permet d'être assuré que toutes les onditions sont posées orretement.
Système linéaire à résoudre
La disrétisation linéaire utilisée pour le alul des oeients d'inuene loalise
les inonnues aux n÷uds du maillage, et non aux entres des faettes omme ave une
disrétisation par Panneaux Constants. Selon le maillage utilisé, le nombre de n÷uds peut
être deux fois moins important de elui des faettes, e qui réduit le nombre d'inonnues
également de moitié.
Le problème aux limites s'érit, sous forme disrétisée, pour un indie i
∑
i,j
CS(i, j).
∂φ
∂n
(j) −
∑
i,j
CD(i, j).φ(j) = 0 (4.7)
Selon que les points de ontrle se situent sur la surfae libre ou une surfae matérielle, la
ondition aux limites sera diérente. Le potentiel est imposé sur la surfae libre (SL) ave
la ondition de Dirihlet. La vitesse normale est imposée, par la ondition de Neumann,
sur les surfaes matérielles (SM) omprenant les surfaes du orps et des frontières xes
du domaine (SM = Sb + Sd). Il est alors possible d'isoler dans le seond membre es
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termes imposés.
∑
j∈SL
CS(i, j)
∂φ
∂n
(j)−
∑
j∈SM
CD(i, j)φ(j) =
∑
j∈SL
CD(i, j)φ(j) −
∑
j∈SM
CS(i, j)
∂φ
∂n
(j)
(4.8)
Le système à résoudre est alors
AX = B (4.9)
ave 

A =
[
CS(:, SL) −CD(:, SM) ]
X =
[
Φn(SL)
Φ(SM)
]
B =
[ −CS(:, SM) CD(:, SL) ] · [ Φn(SM)
Φ(SL)
] (4.10)
La matrie prinipale du système linéaire est alors de taille N × N , N le nombre de
n÷uds du maillage, pleine.
Solveur
Deux solveurs sont implémentés pour la résolution des systèmes linéaires. Le premier
est diret, par déomposition LU, tandis que le seond, itératif, est basé sur le shéma
GMRES, de Saad & Shultz [40℄. Le système linéaire à résoudre ii est prinipalement
aratérisé par une matrie pleine de taille importante, à dominante diagonale. Le solveur
GMRES est plus qualié dans e as que le solveur diret et est don utilisé pour ette
résolution. Une étude de solveur a été réalisée par Pierre Ferrant lors de la oneption
du ode omplètement non-linéaire ANSWAVE [17℄. Parmi les diérents shémas de
résolution testés, le GMRES a montré le meilleur omportement, ave une onvergene
régulière et monotone, et le temps CPU le plus faible pour un résidu de onvergene
donné.
Cette méthode est utilisée ave un pré-onditionnement diagonal, qui permet de
réduire par deux le nombre d'itérations néessaires, pour un oût quasi nul. De plus
grandes rédutions d'itérations peuvent être obtenues en utilisant des tehniques de pré-
onditionnement plus élaborées. Cependant appliquées sur une matrie pleine, le oût de
elles-i n'est plus négligeable et ne permet plus un gain de temps en omparaison de la
rédution du nombre d'itérations du shéma GMRES.
La onvergene monotone du shéma permet de plus une rédution supplémentaire
d'itérations néessaires, en initialisant la solution à l'aide de elle obtenue pour des ité-
rations temporelles préédentes.
Fontionnalités
Trois fontionnalités ont été mises en plae pour aélérer le alul des oeients
d'inuene et la résolution du problème aux limites : le alul partiel des oeients
d'inuene, l'utilisation de symétries et le alul en domaine ouvert. Elles permettent
CHAPITRE 4. IMPLÉMENTATIONS NUMÉRIQUES ET VALIDATIONS 46
toutes les trois de réduire la taille du système à résoudre, mais ave diérentes approxi-
mations.
Calul partiel des oeients d'inuene
Le alul partiel des oeients d'inuene permet de ne aluler les oeients
d'inuene que des ouples (point de ontrle, faette inuençant) dont la distane et/ou
l'orientation ont hangé par rapport au alul préédent.
Par exemple, les n÷uds d'un orps rigide en mouvement bougent d'un seul blo. Il
n'est alors pas néessaire de realuler l'inuene du orps sur lui-même. De même, si
les omposantes inidentes de surfae libre sont nulles, la position de la surfae libre est
linéarisée sur sa position moyenne z = 0, tel que dérit par la théorie linéaire. Dans e
as, le maillage de la surfae libre est xe pendant toute la simulation, e qui permet de
onserver les oeients d'inuene de la surfae libre sur elle-même onstants et don
de ne pas avoir besoin de les aluler à haque itération temporelle.
Calul en domaine ouvert
En faisant l'hypothèse que les surfaes fermant le domaine (fond et murs vertiaux)
sont loin du orps, il est possible de montrer que l'inuene de es frontières sur le orps
est négligeable pour le problème aux limites. Ainsi les inonnues sur es frontières peuvent
être purement supprimées, sans modier la résolution du problème aux limites. La preuve
est failement établie en reprenant l'équation intégrale à résoudre.
Soit le domaine uide fermé D, délimité par la surfae libre SSL, la surfae du orps
Sb, intersetant ou non la surfae libre, et la surfae permettant de fermer le domaine
uide Sp. Le problème aux limites est alors posé omme :

△φ = 0 dans D
φ = φSL sur SSL
∂φ
∂n
=
−→
V b.~n sur Sb
(4.11)
Démonstration : La seonde Identité de Green permet d'érire pour tout point M
appartenant aux frontières du domaine D :
φ(M).ΩM +
∫∫
SSL+Sb+Sp
∂φ(P )
∂n
.G(M,P )dSP −
∫∫
SSL+Sb+Sp
φ(P ).
∂G(M,P )
∂n
dSP = 0 (4.12)
Deux as possibles apparaissent :
• Le point M appartient à la surfae du orps ou à la surfae libre et est loin de la
surfae Sp fermant le domaine :
P ∈ Sp, G(M,P ) ≃ 0 (4.13)
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• Le point M appartient à la surfae Sp ou à la surfae libre mais prohe de Sp, la
solution est alors supposée nulle :

φ(M) = 0
∂φ
∂n
(M) = 0
(4.14)
Dans les deux as, la ontribution de la surfae Sp peut être onsidérée omme négligeable.
La seonde identité de Green devient alors :
φ(M).ΩM +
∫∫
SSL+Sb
∂φ(P )
∂n
.G(M,P )dSP −
∫∫
SSL+Sb
φ(P ).
∂G(M,P )
∂n
dSP = 0
Condition néessaire : An que ette méthode soit valide, il est néessaire de poser
une ondition de radiation, assurant d'obtenir une solution nulle pour un point de la
surfae libre prohe de la frontière extérieure, pour assurer l'hypothèse du deuxième
point :
∀(M,P ) ∈ {SSLSp} , tel queG(M,P ) > 10−5 ⇒
(
φ(M),
∂φ
∂n
(M)
)
= 0 (4.15)
Cette ondition impose la mise en plae d'une plage absorbante eae pour limiter le
maillage de la surfae libre à son minimum.
Attention, le alul de l'angle solide en un point est réalisé en sommant les oeients
de doublets du domaine fermé. Ainsi supprimer une partie des points du domaine rée
une perte d'information. Il est ependant possible de pallier à ette perte en maillant très
grossièrement les surfaes fermant le domaine. Les oeients de doublets de es surfaes
sur le orps sont supposées négligeables.
Prises en ompte des symétries
Le nombre d'inonnues peut également être réduit en s'appuyant sur les propriétés
de symétrie de la géométrie et de la solution. Deux manières de prendre en ompte une
symétrie existent. La première onsiste à mailler le plan de symétrie et à y imposer
des onditions de symétrie. Cette méthode permet eetivement de réduire le nombre
d'inonnues, mais pas de moitié, puisque l'on en ajoute sur le plan de symétrie.
La seonde méthode, que nous utilisons, ne maille pas le plan de symétrie et diminue
don bien les inonnues de moitié. Pour ela, il est néessaire de revenir enore une fois
à l'équation intégrale.
Soit la frontière S du domaine que l'on peut diviser en deux parties symétriques S+
et S−. Le problème aux limites s'érit pour un point M de S+ :
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φ(M) · Ω(M) +
∫∫
S+
∂φ(P )
∂nP
G(M,P )dSP −
∫∫
S+
φ(P )
∂G(M,P )
∂nP
dSP
+
∫∫
S−
∂φ(P )
∂nP
G(M,P )dSP −
∫∫
S−
φ(P )
∂G(M,P )
∂nP
dSP = 0 (4.16)
Soit sous forme disrète∑
S+
CS(i, j)
∂φ
∂n
(j)−
∑
S+
CD(i, j)φ(j)+
∑
S−
CS(i, j)
∂φ
∂n
(j)−
∑
S−
CD(i, j)φ(j) = 0 (4.17)
Les propriétés de symétrie impliquent que tout n÷ud d'indie j de S+ possède un
n÷ud symétrique d'indie sym(j) dans S− tel que

φ(j) = φ(sym(j))
∂φ
∂n
(j) =
∂φ
∂n
(sym(j))
(4.18)
Soit∑
j∈S+
[CS(i, j) + CS(i, sym(j)]
∂φ
∂n
(j)−
∑
j∈S+
[CD(i, j) +CD(i, sym(j)] φ(j) = 0 (4.19)
Cela permet alors de réduire de moitié le nombre d'inonnues. En terme de alul de
oeients d'inuene, ela néessite de aluler l'inuene de S+ sur S+mais également
elle de S− sur S+. Cependant l'inuene de S + ∪S− sur S− n'est plus néessaire, e
qui réduit alors de moitié le temps de alul des oeients d'inuene.
A priori, il pourrait sembler utile de résoudre également un problème antisymétrique,
an de pouvoir traiter des problèmes où la géométrie du orps est symétrique mais pas
le hamp. Dans e as, on pourrait déomposer le hamp en une partie symétrique et
une partie anti-symétrique, résoudre les deux problèmes ave les mêmes oeients d'in-
uene (géométries identiques) et ré-assembler ensuite pour obtenir la solution omplète.
Cela n'est ependant pas ohérent ave notre formulation : il y a peu de hanes en
eet que la géométrie reste symétrique, ave un orps en mouvement et un hamp de
houle inidente non symétrique.
A l'inverse, si la géométrie est symétrique (houle inidente omprise), le hamp per-
turbé résultant onservera la symétrie au ours du temps
4.2.2 Validations
La validation du alul des oeients d'inuene est réalisée en même temps que elle
de la résolution du problème aux limites. En eet l'exatitude de la solution du problème
aux limites implique forément que les oeients d'inuene sont bien alulés.
Une étude des temps de alul néessaires pour aluler les oeients d'inuene et
résoudre le système en fontion du nombre d'inonnues est eetuée.
Les diérentes fontionnalités, symétrie, domaine ouvert et alul partiel sont égale-
ment à valider et le gain de temps obtenu à quantier.
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Desription du as de validation
Une soure de Rankine est plaée en un point M hors du domaine uide et génère
des hamps de potentiel et de vitesse normale sur les frontières de elui-i. Ces hamps
sont onnus analytiquement et s'expriment simplement pour un point P

φ(P ) =
1
MP
∂φ
∂n
(P ) =
−−→
MP · ~n
MP
(4.20)
Les onditions aux limites, Dirihlet (φ) sur la surfae libre et Neumann (φn) sur le orps,
sont imposées. La solution du problème aux limites est alors la vitesse normale sur la
surfae libre et le potentiel sur les surfaes matérielles. Cette solution est à omparer aux
hamps générés par la soure de Rankine.
Ce as de validation, simple à mettre en ÷uvre, a l'avantage de pouvoir être adapté à
n'importe quel type de maillage. Un oeient relatif à la dimension aratéristique du
maillage peut être utilisé pour obtenir des hamps relativement uniformes d'un maillage
à l'autre. Cela revient alors simplement à multiplier le nombre de soures présentes au
point M . Ce oeient est également utilisé pour la position vertiale de la soure au
dessus de l'origine du repère global.
L'erreur relative est alulée pour tous les n÷uds du maillage, y ompris les points
doubles, sous la forme
ǫ =


100
|∂φ
∂nn
− ∂φ
∂na
|
Max(|∂φ
∂n a
|)
, sur la Surfae Libre
100
|φn − φa|
Max(|φa|) , sur les Surfaes Matérielles
(4.21)
ave les quantités indiées a alulées analytiquement et elles indiées n numériquement.
En prenant le maximum de la solution omme référene, les irrégularités liées à une
solution nulle pontuellement sont éliminées. L'erreur relative est exprimée diretement
en pourentage.
Validation du problème aux limites et des oeients d'inuene
La validation dérite i-dessus est réalisée pour un premier maillage d'une uve y-
lindrique, fermée, sans prise en ompte de symétries et sans orps, f gure 4.1.
L'erreur relative maximale est inférieure à 1% pour une résolution spatiale du maillage
relativement grossière. Les erreurs les plus importantes sont surtout loalisées sur la
surfae libre et notamment sur son pourtour. Les mailles y sont en eet de taille plus
grosses. Toutefois l'erreur augmente également lorsque l'on se rapprohe du entre : les
mailles au entre sont quant à elles plus déformées.
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Figure 4.1  Erreur Relative (%) de la solution du BVP pour un maillage ylindrique
Il est possible de montrer une forte dégradation de la solution du BVP lorsque le
maillage de la surfae libre présente des éléments trop aplatis. Le maillage de surfae
libre préédent a été généré en prenant les nombres de disrétisation en rayon et en angle
égaux : Nr = Nθ = 15. Les erreurs de la solution du BVP sont présentées pour deux
maillages ave des résolutions spatiales diérentes : (Nr, Nθ) = (10, 20) pour la gure
4.2a et (Nr, Nθ) = (20, 10) pour la gure 4.2b
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Figure 4.2  Erreur Relative (%) pour diérents maillages ylindriques
L'erreur relative de la surfae libre augmente drastiquement pour les mailles pré-
sentant un aspet ratio important. Dans le as de la gure 4.2a, e sont les mailles du
pourtour de la surfae libre qui sont déformées, l'erreur y augmente de manière signia-
tive à plus de 10%. Pour la gure 4.2b, les mailles au entre de la surfae libre sont plus
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aplaties, tandis que elles sur le pourtour présentent un aspet ratio plus prohe de 1.
L'erreur relative est globalement meilleure ave ette disrétisation.
Cependant il faut garder à l'esprit que le entre de la surfae libre est généralement
l'endroit où les perturbations sont les plus importantes. La perturbation sur le pourtour
du domaine est en eet moins intéressante, puisque potentiellement plus loin du orps
étudié. De plus, avoir trop de n÷uds voisins du n÷ud entral, et des faettes alentour
très plates, peut s'avérer gênant pour le alul des dérivées loales.
Il peut alors être aeptable de garder le maillage de la gure 4.1 au détriment de
elui de la gure 4.2b pour limiter les erreurs générées par d'autres méthodes numériques,
sahant que les erreurs sur la solution du BVP restent ii inférieures à 2%.
Un soin partiulier doit don être apporté sur le maillage de la surfae libre. L'idéal
serait de mailler la surfae libre ave une méthode non struturée, pour s'aranhir des
bas aspets ratio, soit au entre, soit sur le pourtour, générés par un maillage ylindrique.
Convergene en maillage : étude de la préision et du temps de alul
Une onvergene sur le pas de disrétisation spatiale du maillage est menée pour
s'assurer de la validité de la résolution du problème aux limites. Pour plus de failité,
elle-i a été réalisée sur un maillage de uve retangulaire de pas de disrétisation égal
selon les trois diretions. L'erreur relative maximale de la solution du problème aux
limites est relevée pour diérentes valeurs du pas de disrétisation et traée gure 4.3.
Les temps pu du alul des oeients d'inuene, (tCI), et de l'ensemble (dénition et
résolution) du système linéaire, (tBV P ), à partir des simulations lanées sur un ordinateur
de bureau (double ÷ur 2.40Ghz), sont également visible sur ette gure.
La onvergene est visible, ave une pente de −0.93, en éhelle loglog, en aord ave
la disrétisation linéaire des grandeurs sur les faettes utilisée pour le alul des équations
intégrales.
Les temps pu s'aroissent naturellement ave le nombre de n÷uds du maillage. La
hausse exponentielle s'eetue ependant ave des pentes légèrement diérentes : 1.66
pour le alul des oeients d'inuene et 2.31 pour la résolution du problème aux li-
mites. Le alul des oeients d'inuene a été optimisé au ours de son développement,
au ontraire des routines de dénition et résolution du problème aux limites. Celles-i
présentent en eet des temps de alul beauoup moins importants pour des maillages
de taille raisonnable (< 5000 n÷uds). Une passe d'optimisation sur e alul ne serait
toutefois pas inutile si les maillages utilisés augmentent en taille. La résolution du sys-
tème étant réalisée par le solveur GMRES, déjà omplètement optimisé, il surait de
reprendre les routines dénissant le système (pré et post-résolution). Si besoin, le solveur
pourrait néanmoins être modié simplement dans le ode.
Ajout d'un orps
Un orps sphérique omplètement immergé est ajouté et l'erreur relative traée -
gure 4.4 de la même façon que préédemment, an de s'assurer que la résolution n'est
pas altérée. Les faes latérale et inférieure sont supprimées de la gure suivante an de
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Figure 4.3  Convergene en maillage : erreur relative maximale (%) en fontion de la
disrétisation
mieux visualiser la solution sur la sphère. Elles font ependant toujours partie des fron-
tières du domaine. Le pas de disrétisation en rayon et en angle de la surfae libre génère
une erreur relative maximale inférieure au pourent. La disrétisation de la sphère est
quant à elle xée de manière à obtenir des mailles de taille équivalente à eux du entre
de la surfae libre.
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Figure 4.4  Erreur relative (%) de la solution du BVP en présene d'un orps immergé
L'erreur est toujours maximale sur le pourtour de la surfae libre, mais reste du même
ordre de grandeur que sans le orps. Elle est quasiment négligeable sur le orps, pour la
solution du potentiel, environ 100 fois plus faible.
Validation de l'utilisation des symétries
Cette validation onsiste à reprendre le as test et y ajouter les 2 symétries : par
rapport à un plan vertial et par rapport au fond. La symétrie par rapport à un plan
vertial est tout d'abord pris en ompte. Puis elle par rapport au fond est ensuite traitée.
Enn les deux symétries sont simultanément onsidérées. Les pas de disrétisation sont
hoisis à haque fois de manière à obtenir des mailles de taille similaire au as initial
sans symétrie. Une ondition de symétrie doit être respetée dans la dénition du as de
validation : la soure doit avoir son symétrique par rapport au plan de symétrie onsidéré.
Dans le as de la symétrie par rapport au plan vertial, la position de la soure est hoisie
de manière à appartenir diretement au plan de symétrie. Dans le as de la symétrie par
rapport au fond, une seonde soure symétrique de elle au dessus de la surfae libre ne
doit pas être oubliée. Les erreurs relatives pour haque as sont traées omme auparavant
dans les gures 4.5a, 4.5b et 4.5.
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Figure 4.5  Erreur Relative (%) pour les diérentes symétries
L'ordre de grandeur de l'erreur maximale est onservé uniquement dans le as de la
symétrie par rapport au fond, f gure 4.5b. En eet, dans le as de la symétrie par
rapport à un plan vertial, le maillage de la surfae libre a dû être adapté au voisinage
de e plan, à ause du déalage d'un demi pas de disrétisation permettant d'obtenir
un rapport d'aspet intéressant sur le reste du domaine. De petites mailles sont alors
réées prohe de e plan de symétrie et viennent dégrader la solution loalement. L'ordre
de grandeur de l'erreur sur le pourtour de la surfae libre est sinon onservé. Dans le
as de la prise en ompte des deux symétries simultanément, les erreurs provenant des
deux symétries s'ajoutent, pour ulminer loalement à 5%. Un remaillage peut alors être
néessaire pour améliorer globalement la préision de la solution, puisque la prise en
ompte de la symétrie permet de diminuer le temps de alul du alul.
La omparaison des temps de alul par rapport au nombre de n÷uds, don d'inon-
nues à résoudre, est eetuée dans le tableau 4.1. On rappelle que dans le as de la prise
en ompte de la symétrie par rapport à un plan vertial, on élimine quasiment la moitié
des n÷uds du maillage initial, tandis que dans elle par rapport au fond, seul le fond
n'est plus maillé.
Symétrie Nombre de N÷uds Temps CPU total
Auune 4532 5.54s
Vertiale 2409 2.53s
Fond 3379 4.71s
Double 1796 2.14s
Table 4.1  Comparaison des temps de alul en fontion des symétries prises en ompte
Les temps de alul sont réduits par deux par la prise en ompte de la symétrie
vertiale. Cela parait logique, le nombre de n÷uds étant également divisé par deux.
Dans le as de la symétrie par rapport au fond, les temps CPU sont seulement réduits
de 15%. Cependant e rapport de rédution dépend fortement du nombre de n÷uds sur
le fond en omparaison de elui sur les autres frontières.
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Validation de la fontionnalité de domaine ouvert
Le même as test est toujours utilisé pour valider la fontionnalité de domaine ouvert.
Il sut ainsi de omparer les erreurs obtenues en domaine fermé et en domaine ouvert
pour pouvoir onlure.
Quelques modiations à apporter au maillage de la surfae libre sont néessaires
pour pouvoir travailler en domaine ouvert : un orps est notamment néessaire pour
onserver un problème à onditions mixtes Dirihlet Neumann. Les deux onditions pour
l'appliation de domaine ouvert sont : maillage du pourtour de la surfae libre susam-
ment loin du orps, pour avoir une inuene de es mailles faible et solution du potentiel
sur le pourtour de la surfae libre nulle. Dans e as test, la deuxième ondition n'est pas
tout à fait vériée puisque le potentiel tend vers zéro en s'éloignant de la soure, mais ne
l'atteint jamais. Cependant si la diérene entre le potentiel au entre et sur le pourtour
de la surfae libre est susamment grand, on peut alors onsidérer que ette ondition
est vériée. La surfae libre doit ependant être maillée sur une plus grande distane que
préédemment. On hoisit un rayon quinze fois supérieur à elui de la sphère.
L'erreur relative pour la solution du problème aux limites est traée gure 4.6 pour le
domaine fermé dans un premier temps. Les parois latérale et inférieure sont supprimées
uniquement pour la visualisation.
L'erreur est maximale au entre ave une valeur d'environ 2% et négligeable sur le
reste des frontières, orps ompris.
Z
X Y
Error
2.2
2
1.8
1.6
1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2
Figure 4.6  Erreur relative (%) de la solution du BVP pour le domaine fermé
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Le même alul est réalisé en domaine ouvert, l'erreur relative est traée de manière
à onstater le maximum sur le pourtour de la surfae libre, gure 4.7a et entré sur le
orps pour observer les diérenes ave le as de domaine fermé, gure 4.7b.
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(a) Visualisation globale
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Figure 4.7  Erreur Relative (%) de la solution du BVP en domaine ouvert
L'erreur relative augmente de manière signiative eetivement sur le pourtour de
la surfae libre. C'est en eet sur es mailles que la perte d'une partie des frontières du
domaine est la plus importante. La validité de la seonde ondition, de perturbation nulle
sur le pourtour, est sans doute à mettre en ause. Cependant, ette même ondition nous
permet de onsidérer que, sous réserve d'être validée, es erreurs ne sont pas importantes
pour le reste de la solution. En étudiant de plus près la solution sur le orps, il est possible
de s'aperevoir que l'erreur y a légèrement augmentée, mais reste faible, inférieure au
pourent.
Ce as de validation ne peut pas être adapté puisqu'il ne respete pas omplètement
la seonde ondition, ependant en étendant le maillage de surfae libre, il est possible de
montrer que les erreurs sur le pourtour et sur le orps diminuent. Ainsi pour un maillage
de surfae libre d'un rayon de vingt fois le rayon de la sphère, l'erreur maximale sur le
pourtour de la surfae libre est divisée de moitié ǫmax = 4.8% et elle sur le orps est
inférieure à 0.5%. De même ave un rayon de vingt-inq fois elui de la sphère, les deux
erreurs passent respetivement à 2.8% et 0.37%.
Cette extension du maillage de surfae libre pour obtenir une solution du potentiel
nulle sur son pourtour montre bien que le respet des deux onditions énonées pour se
plaer dans le domaine de validité de la fontionnalité de domaine ouvert onditionne
l'obtention d'une solution de bonne préision et valide ainsi ette méthode.
Le tableau 4.2 donne le gain de temps de alul que permet le domaine ouvert,
en omparaison de elui en domaine fermé. Ce gain provenant d'une rédutions des
inonnues, le nombre de n÷uds est également donné. Diérents rayons extérieurs de
maillage de la surfae libre sont testés, pour omparer le gain en temps de alul par
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rapport à la préision obtenue de la solution sur le orps.
Cas Nombre de N÷uds Temps CPU total ǫmax(Corps)
Domaine Fermé (R=15a) 3324 4.10s 0.18 %
Domaine Ouvert (R=15a) 2091 1.90s 0.92 %
Domaine Ouvert (R=20a) 2203 2.14s 0.55%
Domaine Ouvert (R=25a) 2287 2.31s 0.37%
Table 4.2  Comparaison des temps de alul en domaine ouvert et domaine fermé
Le gain de temps ave un même maillage de surfae libre est supérieur à deux. Même
en étendant le maillage de surfae libre, an d'obtenir une solution de meilleure qualité,
et don ajouter quelques points sur la surfae libre, le gain de temps reste aeptable.
Il est ependant néessaire de omparer ave un domaine fermé donnant une préision
équivalente mais néessitant moins de points. Un maillage fermé ave un rayon de inq
fois seulement le rayon de la sphère possède 2624 n÷uds et obtient une erreur maximale
de 2.2% au entre de la surfae libre et 0.18% au maximum sur le orps, en seulement
2.5s.
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Figure 4.8  Erreur relative (%) de la solution du BVP pour le domaine ouvert et
symétrie vertiale
Toutefois la longueur d'onde de la houle inidente utilisée impose généralement un
maillage de surfae libre plus grand, sur lequel il est don mieux de travailler en domaine
ouvert. De plus une plage absorbante est néessaire an de réduire voire annuler les
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réexions des perturbation sur les bords du domaine. Dans le as du domaine ouvert,
ette plage absorbante assure la seonde ondition de potentiel nul.
La prise en ompte d'une symétrie vertiale fontionne orretement en assoiation
ave elle de domaine ouvert, omme il est possible de le onstater dans la gure 4.8.
4.2.3 Synthèse
Nous avons vu dans ette setion les implémentations et validations pour la résolution
du problème aux limites néessitant le alul des oeients d'inuene. Ce dernier est
réalisé à l'aide d'expressions analytiques des équations intégrales, ave une approximation
linéaire des grandeurs sur les faettes. Les inonnues sont dans e as loalisées au n÷uds
du maillage, permettant d'utiliser une méthode de olloation pour l'ériture sous forme
disrète du problème aux limites. Des n÷uds doubles (ou triples) sont introduits pour
les points physiques sur lesquels s'appliquent des onditions limites multiples.
La résolution du système linéaire est réalisée grâe au shéma itératif GMRES, suppléé
d'un pré-onditionneur diagonal. Ce hoix résulte de omparaisons ave un solveur diret
et est également inspiré d'une étude de Ferrant [17℄.
Trois fontionnalités visant à réduire le nombre d'inonnues, et don le temps de
alul, ont été implémentées et validées : la prise en ompte de symétries, le alul en
domaine ouvert et le alul partiel des oeients d'inuene. Les prises en ompte
de symétries s'appuient sur les onditions de symétrie des as d'appliations souhaités :
plan de symétrie par rapport au fond positionné sur le fond du domaine, plan de symétrie
vertiale respetant la symétrie du problème. Ces méthodes pour les symétries permettent
de ne pas avoir à mailler le plan de symétrie, mais permettent une rédution des inonnues
et des temps de alul par deux.
Le alul en domaine ouvert permet de ne mailler que la surfae libre et le orps
étudié. Les surfaes fermant le domaine doivent être maillées très grossièrement pour
le alul des angles solides. Les n÷uds sur es surfaes ne font ependant pas partis des
inonnues. Une ondition de radiation sur la surfae libre doit être ependant stritement
assurée, an d'obtenir une solution du problème aux limites non dégradée.
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4.3 Module de alul des dérivées surfaiques
Ce module est destiné à aluler les dérivées spatiales des diérentes grandeurs en
jeu, que e soit le potentiel, l'élévation de surfae libre ou bien enore elles liées à la
géométrie loale. Ces dérivées peuvent être exprimées, selon les équations dans lesquelles
elle gurent, de manière globale sous forme de gradient ou bien de dérivées loales par
rapport à une base loale, préédemment dénie. Plusieurs équations présentées dans la
théorie font intervenir des dérivées spatiales loales. Il est ainsi possible de retrouver, dans
les deux équations de surfae libre, les gradients du potentiel et de l'élévation de surfae
libre. De même, le gradient du potentiel sur le orps gure dans l'équation de Bernoulli
pour l'intégration des eorts hydrodynamiques sur le orps. De plus la ondition sur le
orps du problème aux limites sur la dérivée temporelle du potentiel impose de onnaitre
non seulement les dérivées loales premières du potentiel sur le orps, mais également les
seondes.
Deux méthodes ont été mises en ÷uvre an de déterminer les dérivées spatiales. La
première se base sur la disrétisation linéaire des faettes, utilisée pour aluler analyti-
quement les oeients d'inuene. Cette approximation est néanmoins assez grossière
et ne permet pas forément d'obtenir des résultats susamment préis, notamment pour
les dérivées seondes.
La seonde méthode utilise l'approximation par des fontions d'interpolation loale
b-splines des grandeurs dont on herhe les dérivées spatiales. La préision du alul
des dérivées dépend alors de l'ordre des b-splines hoisies, mais également du voisinage
néessaire à la détermination de es dernières.
4.3.1 Implémentations numériques
Le gradient peut se aluler en s'appuyant sur les valeurs des grandeurs sur les points
alentours du point onsidéré, en utilisant diérentes approximations. Cette méthode ne
donne aès qu'aux omposantes surfaiques du gradient, puisque les points sont uni-
quement positionnés sur les surfaes du domaine. Il est alors néessaire d'ajouter la
omposante normale pour obtenir le gradient omplet.
−→∇ = −→∇s + ∂
∂n
~n (4.22)
Disrétisation linéaire
La disrétisation linéaire des grandeurs sur les faettes est utilisée prinipalement
pour le alul analytique des oeients d'inuene. Cette approximation implique que
le gradient surfaique des grandeurs est onstant sur la faette. Il a été montré qu'il
pouvait être exprimé en fontion des valeurs de la grandeur aux sommets de la faette
et d'une matrie ne dépendant que des aratéristiques géométriques de la faette.
−→∇sφ = Σ¯ ·

 φ1φ2
φ3


(4.23)
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Cette matrie peut être stokée pour les diérents aluls de gradient puisqu'elle ne varie
que si la géométrie de la faette est modiée.
Ainsi si l'on souhaite exprimer le gradient en un n÷ud, il est possible de dénir une
approximation s'appuyant sur les gradients des faettes dont fait partie le n÷ud, pondérés
par l'angle au sommet de la faette
−→∇sφ(Ni) ≃
Ni∑
j=1
α(i, j)
−→∇ sφ(Fj) (4.24)
ave 

−→∇sφ(Ni), le gradient surfaique du n÷ud i,
−→∇sφ(Fj), le gradient surfaique de la faette j,
N(i), le nombre de faettes dont fait partie le n÷ud i,
α(i, j), l'angle au sommet onstitué par le n÷ud i, de la faette j.
(4.25)
Cette approximation, pondérée de telle manière, ne possède pas de fondement mathéma-
tique mais donne des résultats prohes du gradient réel surfaique.
La dérivée loale selon un paramètre, u, de la base loale au n÷ud est alors
∂φ
∂u
=
−→∇sφ · ~u (4.26)
Le gradient total est nalement obtenu en ajoutant la omposante normale manquante.
−→∇φ = −→∇sφ+ ∂φ
∂n
~n (4.27)
Pour obtenir les dérivées seondes, il est possible d'itérer ette méthode en détermi-
nant le gradient surfaique de haque omposante du gradient. Le gradient surfaique du
gradient donne alors aès aux dérivées seondes loales via
∂2φ
∂u2
= ~u · ∇¯(−→∇φ) · ~u (4.28)
Cette approximation donne ependant des résultats de préision faible pour les dé-
rivées seondes. La méthode par approximation par b-splines permet d'obtenir de bien
meilleurs résultats, pour des temps de alul raisonnables.
Gestion des symétries : Dans le as de symétrie, des eets de bord sont renontrés
pour les n÷uds positionnés sur le plan de symétrie. Il manque en eet la moitié des
faettes dans le voisinage des es n÷uds. Le gradient surfaique alulé par ette méthode
est alors partiel
−→∇p.
Cependant les onditions de symétrie permettent de orriger es eets de bords pour
obtenir le gradient surfaique total
−→∇ . Pour un plan de symétrie déni par sa normale
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~nps, la ondition de symétrie impose que la omposante normale au plan de symétrie
du gradient est nulle. Dans les diretions transverses (~ups, ~vps), l'absene de la moitié
des faettes peut simplement être ompensée en multipliant par deux les omposantes
transverses du gradient, partiel
−→∇p, alulée par ette méthode. Soit{ −→∇ = 2.−→∇p−→∇ · ~nps = 0 (4.29)
Approximation par b-splines
L'approximation par b-splines a été étudiée par Pelletier, lors de sa thèse de doto-
rat [37℄. Les développements suivants sont tirés de son mémoire. Les prinipaux résultats
sont expliités, étendus et adaptés à notre étude.
L'approximation par b-spline est très populaire pour des maillages déstruturés de
surfae dérite de façon paramétrique. Dans notre as, la surfae libre peut être dérite
de telle manière, puisqu'elle est paramétrée à partir de son élévation z = η(x, y, t). Les
paramètres sont alors les oordonnées (x, y) des points de ontrle.
Voisinage : L'approximation est estimée en un point de ontrle à l'aide des fon-
tions d'interpolation loales de type b-spline, à partir des valeurs sur un semis de points
voisins. Ces points prohes du point de ontrle peuvent être lassés selon leur ordre
de voisinage. L'ordre de voisinage est déni par le nombre minimum de points intermé-
diaires néessaires pour relier le point de ontrle au point voisin en terme de faettes. Le
Point de Contrle
Voisinage d'ordre 0
Voisinage d'ordre 1
Figure 4.9  Ordre de Voisinage
nombre de points voisins d'un ordre de voisinage n'est à priori pas onnu. Si le nombre
de points voisins d'ordre 0 n'est pas susant pour obtenir une préision susante de
l'interpolation, les points d'ordre 1 peuvent être ajoutés au voisinage.
Expressions des fontions d'interpolation de type b-splines : Les fontions
d'interpolation loale sont données par la nomenlature de Lafranhe [28℄. Elles peuvent
être de plusieurs types, mais seules les splines de type plaque mine et les splines Pseudo-
Polynmiales seront présentées ii.
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Les Spline de type plaque mine, σ, sont dénies par
σ(u) =
n∑
i=0
αi|u− ui|2log|u − ui|+ αn+1 + αn+2.x+ αn+3.y (4.30)
Les Splines Pseudo-Polynmiales d'ordre m, σm, sont quant à elles de la forme
σm(u) =
n∑
i=0
αi|u− ui|2m−1 + Pm−1(u) (4.31)
u = (x, y) est le veteur oordonnées loal du point onsidéré, tandis que ui = (xi, yi)
orrespond à elui du i
e
point voisin. Les polynmes sont dénis selon leur ordre par
Pm−1(u) = αn+1+αn+2.x+αn+3.y+αn+4.x
2+αn+5.xy+...+αn+m.(m+1)/2.y
m−1
(4.32)
Les oeients d'interpolation loal, αi,(i=0,n) doivent vérier, pour tout v appartenant
à l'ensemble des polynmes de degré m− 1, la relation
n∑
i=0
αi.v(ui) = 0 (4.33)
Le degré m des polynmes détermine l'ordre de la spline pseudo polynomiale mais
également les propriétés de ontinuité de elle-i : σm est C
2m−2
. La spline de type plaque
mine est quant à elle C
1
.
An d'obtenir des gradients ontinus à l'interfae des faettes, une spline pseudo-
polynomiale d'ordre minimum 1 est néessaire. Des tests omparatifs ont été eetués
par Pelletier [37℄ ave des splines de type plaque mine et pseudo-polynmiales d'ordre 2
et 3. Seules les splines de type plaque mine et des splines pseudo-polynomiales d'ordre
3 et 4 sont utilisées dans notre as.
Détermination des oeients d'interpolation : Les formulations de es splines
font apparaître des oeients d'interpolation, qu'il est néessaire de déterminer pour
obtenir l'approximation voulue. La ondition d'interpolation d'une grandeur F sur n
points voisins (Pi, i = 0, n) onduit à l'établissement des systèmes linéaires suivants.
Pour les Splines de type plaque mine, le système est

σ(ui) =
n∑
j=0
αjK(i, j) + αn+1 + xiαn+2 + yiαn+3 = Fi, ∀i ∈ [0, n]
n∑
0
αiui = 0
K(i, j) = |uj − ui|2log|uj − ui|
(4.34)
Soit sous forme vetorisée

K(0, 0) ... K(0, n) 1 x0 y0
... K(i, j) ... 1 xi yj
K(n, 0) ... K(n, n) 1 xn yn
1 1 1 0 0 0
x0 xi xn 0 0 0
y0 yi yn 0 0 0


.


α0
αi
αn
αn+1
αn+2
αn+3


=


F0
Fi
Fn
0
0
0


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Pour les Splines de Pseudo-Polynmiales, le système est

σm(ui) =
n∑
j=0
αjK(i, j) + Pm−1(ui) = Fi, ∀i ∈ [0, n]
n∑
0
αiui = 0
K(i, j) = |uj − ui|2m−1
Pm−1(ui) = αn+1 + αn+2.xi + αn+3.yi + αn+4.x
2
i + αn+5.xiyi + ...+ αn+m.(m+1)/2.y
m−1
i
(4.35)
Soit sous forme vetorisée

K(0, 0) ... K(0, n) 1 x0 y0 x
2
0 x0y0 y
2
0
... K(i, j) ... 1 xi yj x
2
i xiyj y
2
j
K(n, 0) ... K(n, n) 1 xn yn x
2
n xnyn y
2
n
1 1 1 0 ... 0
x0 xi xn 0 ... 0
y0 yi yn 0 ... 0
x20 x
2
i x
2
n 0 ... 0
x0y0 xiyi xnyn 0 ... 0
y20 y
2
i y
2
n 0 ... 0


.


α0
αi
αn
αn+1
...
αn+6


=


F0
Fi
Fn
0
...
0


Le système linéaire possède une taille diérente selon le type de spline utilisée. Les
splines de type plaque mine requièrent n+4 oeients (αi, i = 0, n+3), tandis que les
pseudo-polynmiales d'ordre 3 en requièrent n+7, ave n le nombre de points voisins. Il
nous faut alors ajouter une ondition sur le nombre de points néessaires : NV oisins > 4
dans le as de splines de type plaque mine et NV oisins > 7 pour les splines pseudo-
polynmiales d'ordre 3, pour la bonne résolution de es systèmes linéaires.
Dérivées loales : Lorsque les oeients d'interpolation ont été déterminés, la gran-
deur F peut alors être approximée à l'aide des fontions d'interpolation. Les dérivées
spatiales selon les deux paramètres (i.e. le gradient surfaique) peuvent être développées
en diérentiant les expressions analytiques des fontions d'interpolation.
Pour les Splines de type plaque mine, les dérivées sont exprimées omme


∂F
∂x
(u) =
n∑
i=0
αi(x− xi)(2.log|u − ui|+ 1) + αn+2
∂F
∂y
(u) =
n∑
i=0
αi(y − yi)(2.log|u − ui|+ 1) + αn+3
(4.36)
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Pour les Splines Pseudo-Polynmiales d'ordre m, les dérivées sont alulées par

∂F
∂x
(u) = (2m− 2)
n∑
i=0
αi(x− xi)|u− ui|2m−2 + ∂Pm−1
∂x
(u)
∂F
∂y
(u) = (2m− 2)
n∑
i=0
αi(y − yi)|u− ui|2m−2 + ∂Pm−1
∂y
(u)
∂Pm−1
∂x
(u) = αn+2 + 2αn+4.x+ αn+5.y + ...
∂Pm−1
∂y
(u) = αn+3 + αn+5.x+ 2αn+6.y...
(4.37)
L'élévation de surfae libre : L'élévation de surfae libre est une fontion pouvant
s'exprimer en fontion de deux paramètres u = (x, y). Ainsi il est possible d'approximer
diretement ette variable par des b-splines.
η(u) =
n∑
i=0
αifη(u, ui) + P (u) (4.38)
et d'en déduire ses dérivées loales selon es deux paramètres.

∂η(u)
∂x
=
n∑
i=0
αi
∂fη(u, ui)
∂x
+
∂P (u)
∂x
∂η(u)
∂y
=
n∑
i=0
αi
∂fη(u, ui)
∂y
+
∂P (u)
∂y
(4.39)
Le potentiel sur la surfae libre : Le potentiel ne peut être approximé de la même
façon que l'élévation de surfae libre. En eet, il ne dépend pas seulement des paramètres
u = (x, y), mais est fontion de z également. Cependant e potentiel et ses dérivées loales
doivent être approximés sur la position de la surfae libre inidente, onnue de manière
paramétrique. Il est alors possible de ramener e problème à un problème équivalent à
elui de l'élévation de surfae libre.
Soit le paramétrage de la surfae libre, déni par les fontions (F, f){
(u, v) = F (x, y, z)
(x, y, z) = f(u, v) = (u, v, η0(u, v))
(4.40)
Les dérivées partielles de F selon les deux paramètres (u, v) peuvent alors être exprimées
par : 

−−→
∂F
∂u
=
−−→
∂F
∂x
=


1
0
∂η0
∂x


−−→
∂F
∂v
=
−−→
∂F
∂y
=


0
1
∂η0
∂y


(4.41)
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Le tenseur métrique lié à e paramétrage est déni par :
G =


−−→
∂F
∂u
.
−−→
∂F
∂u
−−→
∂F
∂u
.
−−→
∂F
∂v
−−→
∂F
∂v
.
−−→
∂F
∂u
−−→
∂F
∂v
.
−−→
∂F
∂v

 =


1 +
∂η0
∂x
2 ∂η0
∂x
.
∂η0
∂y
∂η0
∂x
.
∂η0
∂y
1 +
∂η0
∂y
2

 (4.42)
et son inverse
g =
1
∆


−−→
∂F
∂v
.
−−→
∂F
∂v
−
−−→
∂F
∂u
.
−−→
∂F
∂v
−
−−→
∂F
∂v
.
−−→
∂F
∂u
−−→
∂F
∂u
.
−−→
∂F
∂u

 =
1
∆


1 +
∂η0
∂y
2
−∂η0
∂x
.
∂η0
∂y
−∂η0
∂x
.
∂η0
∂y
1 +
∂η0
∂x
2

 (4.43)
Ave ∆ =
(
1 +
∂η0
∂x
2)
.
(
1 +
∂η0
∂y
2)
− ∂η0
∂x
2
.
∂η0
∂y
2
= 1 +
∂η0
∂x
2
+
∂η0
∂y
2
.
Ave e paramétrage de la surfae libre, il est alors possible d'approximer le potentiel
par des b-splines :
φ(u, v) =
N∑
i=0
βi.fφ(u, v, ui, vi) + P (u, v) (4.44)
et de déterminer également les dérivées partielles par rapport à u et v
∂φ(u, v)
∂u
=
N∑
i=0
βi
∂fφ(u, v, ui, vi)
∂u
+
∂P (u, v)
∂u
(4.45)
∂φ(u, v)
∂v
=
N∑
i=0
βi
∂fφ(u, v, ui, vi)
∂v
+
∂P (u, v)
∂v
(4.46)
Pour obtenir le gradient surfaique de φ exprimé sur la surfae libre par rapport aux
oordonnées (x, y, z), on applique le hangement de variables donné par Bonnet [6℄ :
−→∇sφ(x, y, z) = ∂φ(u, v)
∂u
.
(
g11.
−−→
∂F
∂u
+ g12.
−−→
∂F
∂v
)
+
∂φ(u, v)
∂v
.
(
g21.
−−→
∂F
∂u
+ g22.
−−→
∂F
∂v
)
=
1
∆
.


∂φ
∂u
.


1 +
∂η0
∂y
2
−∂η0
∂x
.
∂η0
∂y
1

+
∂φ
∂u
.


−∂η0
∂x
.
∂η0
∂x
1 +
∂η0
∂y
2
1



 (4.47)
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Généralisation à des surfaes orientées de manière quelonque : L'approxi-
mation par b-spline est appliable à toute surfae paramétrée et pas seulement au as
z = f(x, y), que nous avons traité jusqu'à présent. Ce as est en eet le as fondamen-
tal permettant d'appliquer l'approximation, mais il est possible de se ramener à elui-i
pour n'importe quelle surfae orientée de manière quelonque dans l'espae, par un simple
hangement de variable. Il sut d'ajouter un hangement de base
P : (u, v, n) −→ (x, y, z) (4.48)
ave ~n la normale au point onsidéré et ~u, ~v deux veteurs tangents déterminés à partir
de la normale et du point onsidéré, pour retrouver le as préédent.
Cela permet alors d'approximer la géométrie loale dans la base loale, et ainsi aluler
les dérivées loales par rapport aux paramètres tangentiels et d'obtenir :
• un alul préis de la normale à partir des dérivées premières de la géométrie loale :
~n = [∂F∂u ,
∂F
∂v ,−1] à normaliser et ramener dans la base globale.
• les ourbures selon les paramètres tangentiels : ku = ∂2F∂u2 et kv = ∂
2F
∂v2
.
Les dérivées premières et seondes de la géométrie loale sont stokées pour la suite,
assoiées à la base loale utilisée, ar les premières servent au alul des gradients sur-
faiques du potentiel dérit par l'équation (4.47). Les dérivées seondes servent quant à
elles au alul des ourbures.
Dérivées seondes : Les dérivées seondes sont déterminées dans le as de l'approxi-
mation de la surfae pour obtenir les ourbures loales. Mais les dérivées seondes du
potentiel sur le orps sont également néessaires dans la résolution de la ondition sur le
orps pour le problème aux limites sur la dérivée temporelle du potentiel.
Plusieurs méthodes sont possibles ave l'approximation par b-splines. Il est en eet
possible de aluler diretement es dérivées seondes de l'approximation de la variable
onsidérée. Cela requiert ependant des splines d'ordre au minimum 2, e qui n'est pas
le as des splines de type plaque mine. De plus, la préision de es dérivées seondes
est beauoup plus faible que elle des dérivées premières. Augmenter l'ordre des splines
est possible, en passant par exemple à des splines pseudo-polynmiales d'ordre 4, mais
elles-i néessitent un nombre de points de voisinage plus important, qu'il faut alors
aller herher plus loin du point de référene.
Une autre possibilité est d'approximer les dérivées premières de la variable à l'aide
de b-splines pour en déterminer les dérivées seondes. Cette méthode s'est avérée plus
préise que le alul diret, mais néessite de faire attention à la dérivée alulée.
En eet, déterminer les dérivées seondes du potentiel sur le orps requiert de passer
par le paramétrage de la surfae du orps. Ainsi si le alul diret donne bien les dérivées
seondes du potentiel selon les deux paramètres tangents
∂φ
∂u et
∂φ
∂v , e n'est pas le as
ave la seonde méthode.
∂2φ
∂u2
=
−→∇
(−→∇φ · ~u) · ~u = (∇¯(−→∇φ) · ~u) · ~u+−→∇φ · ∇¯~u · ~u
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Soit
∂2φ
∂u2
=
(
∇¯(−→∇φ) · ~u
)
· ~u+−→∇φ∂~u
∂u
(4.49)
Le seond terme de droite permet de prendre en ompte la variation du paramètre u
le long de la surfae. Chaque point de ontrle possède en eet sa propre base normale,
dénie à l'aide de sa normale, qui peut être diérente de ses voisins. Il est possible de
passer des dérivées loales au gradient dans la base globale à l'aide de la formule donnée
par Bonnet. Cependant pour approximer les dérivées loales en un point, il est néessaire
d'exprimer elles des points voisins dans la base loale du point onsidéré, diérente de
elles des points voisins. Il serait possible de passer de la base loale du point voisin à
elle du point onsidéré ave la formule de Bonnet, mais il est plus simple de repasser
par la base globale.
∂φ
∂u
=
−→∇φ · ~u (4.50)
Ce hangement de base (loale(voisin)→globale → loale(point onsidéré)) ne prend e-
pendant pas en ompte la variation de la base le long de la surfae, à la diérene de
la formule donnée par Bonnet. Les dérivées seondes alulées à l'aide de la seonde
méthode ne sont alors pas
∂2φ
∂u2
mais
(
∇¯(−→∇φ) · ~u
)
· ~u.
Voisinage : La bonne dénition du voisinage de points à utiliser est primordiale et
impate diretement le résultat obtenu. En eet, la résolution du système linéaire pour
déterminer les oeients d'interpolation impose un nombre de points voisins minimum.
Cependant utiliser plus de points de voisinage que néessaire n'est pas forément un gage
de préision de la solution. Cela néessite d'aller herher des points voisins plus loin
du point de ontrle. La préision de la solution a été dénie omme dépendant de la
plus grande distane des points voisins au point de ontrle, d. L'erreur sur les dérivées
d'ordre β est de l'ordre de O(dm−β).
De la même façon, utiliser des splines d'ordre m supérieur impose un voisinage lui
aussi plus important. D'après l'expression de l'erreur i-dessus, on voit aisément que si
m et d augmentent, l'erreur peut être supérieure ave une spline d'ordre élevé et un
voisinage important qu'une spline d'ordre faible et un voisinage restreint.
De même, les points de voisinage doivent être répartis uniformément autour du point
de ontrle. Si e n'est pas le as, la préision de la solution de la dérivée dans la diretion
où les points voisins sont réduits risque d'en pâtir.
Gestion des symétries : La symétrie introduit également des eets de bord au niveau
du plan de symétrie. Il est théoriquement possible de gérer e problème de la même
manière que pour la disrétisation linéaire. Cependant une autre méthode basée sur des
points virtuels est plus avantageuse. Les points virtuels sont des points symétriques aux
points réels du voisinage, dont la valeur de la grandeur est égale à leur symétrique.
Introduire es points virtuels a le grand avantage de pouvoir réduire le voisinage, qui
autrement serait obligé d'aller herher des points plus loin pour respeter la ondition
de points minimum pour la résolution du système.
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Cependant es points virtuels doivent être utilisés non seulement pour les points
présents sur le plan de symétrie, mais également pour eux prohes de e plan, e qui
omplexie la dénition du voisinage.
Solveur utilisé : La résolution du système linéaire pour l'obtention des oeients
d'interpolation est réalisée grâe au solveur diret LU. Le système est en eet de taille
réduite et ne néessite don pas l'utilisation d'un solveur itératif.
Gestion des bords
Ces deux méthodes d'approximation présentent un défaut majeur pour des points de
ontrle prohes des bords. Pour es points, il manque en eet une partie de l'information,
à ause d'une tronature du voisinage dans une diretion. Des eets de bords lassiques
sont alors obtenus. La méthode suivante permet de orriger es erreurs, en prenant en
ompte la variation loale au franhissement de la frontière.
Les bords représentent une disontinuité de la normale à la géométrie (surfae libre
ou matérielle) puisque la surfae englobant le domaine uide est théoriquement fermée.
Seul le as de domaine ouvert possède des bords libres pour l'extérieur de la surfae libre.
La solution étant ensée être nulle ou très faible à es endroits, e dernier as ne pose
pas de diultés.
~u1 = ~u2
P1
~v1
~n1
+
P2
~v2
~n2
x
Figure 4.10  Shéma des bases loales de n÷uds doubles
La gestion des bords dans la résolution des problèmes aux limites est réalisée grâe
à des points doubles. À un point géométrique à l'intersetion de deux faes de normales
diérentes, (n1, n2) sont assoiés deux n÷uds, appelés n÷uds doubles, respetivement
(P1, P2) (f gure 4.10).
Une grandeur σ et son gradient sont supposés ontinus au passage du bord, e qui
permet d'érire {
φ(P1) = φ(P2)
−→∇φ(P1) = −→∇φ(P2)
(4.51)
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Il est possible d'érire les veteurs loaux ~v1 et ~v2 assoiés à haun des n÷uds en fontion
l'un de l'autre et des veteurs normaux.{
~v1 = (~v1 · ~v2)~v2 + (~v1 · ~n2)~n2
~v2 = (~v2 · ~v1)~v1 + (~v2 · ~n1)~n1
(4.52)
les dérivées loales selon les veteurs loaux ~v1 et ~v2 sont alors

∂φ
∂v1
=
−→∇φ · ~v1 = (~v1 · ~v2)−→∇φ · ~v2 + (~v1 · ~n2)−→∇φ · ~n2
∂φ
∂v2
=
−→∇φ · ~v2 = (~v2 · ~v1)−→∇φ · ~v1 + (~v2 · ~n1)−→∇φ · ~n1
= (~v2 · ~v1)
(
(~v1 · ~v2)−→∇φ · ~v2 + (~v1 · ~n2)−→∇φ · ~n2
)
+ (~v2 · ~n1)−→∇φ · ~n1
(4.53)
Soit 

∂φ
∂v1
=
∂φ
∂n1
(~v1 · ~v2) (~n1 · ~v2)
1− (~v1 · ~v2) +
∂φ
∂n2
(~v1 · ~n2)
1− (~v1 · ~v2)
∂φ
∂v2
=
∂φ
∂n1
(~n1 · ~v2)
1− (~v1 · ~v2) +
∂φ
∂n2
(~v1 · ~v2) (~v1 · ~n2)
1− (~v1 · ~v2)
(4.54)
La omposante du gradient selon la dernière diretion ~u peut être déterminée par
l'une des deux méthodes préédemment présentées.
4.3.2 Validations
Dérivées spatiales sur la Surfae Libre
Les dérivées spatiales à déterminer sur la surfae libre sont elles intervenant dans
le gradient de la déformée de surfae libre et du potentiel. La dérivée normale n'est pas
alulée par es méthodes puisque le alul s'appuie sur les valeurs des grandeurs sur
la surfae. Elle sera alors retranhée du gradient, donnant ainsi le gradient surfaique.
Ainsi les omparaisons ave les solutions analytiques ne feront pas intervenir de terme
analytique dans les grandeurs alulées numériquement.
Une solution analytique onnue est imposée pour le potentiel et la déformée de sur-
fae libre, omme par exemple elle d'une houle d'Airy. Les dérivées spatiales sont alors
alulées par les diérentes méthodes et omparées à la solution analytique.
L'erreur relative est donnée pour un gradient par
ǫ =
‖ −→∇σn −−→∇σa ‖
Max(‖ −→∇σa ‖)
(4.55)
Dérivées Spatiales de la Déformée de Surfae Libre
Le alul des dérivées spatiales de la déformée de surfae libre ne dépend pas de la
surfae puisque la déformée exprime justement la variation vertiale de la surfae libre en
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fontion des oordonnées horizontales du point onsidéré. L'erreur relative du gradient
surfaique de la déformée est alors traée pour un maillage de surfae libre ylindrique
et un alul des dérivées par approximation linéaire g 4.11a, b-splines plaque mine
g 4.11b et b-splines Polynomiale d'ordre 3, g 4.12a et 4, g 4.12b.
X
Y
Z
0.1
0.01
0.001
0.0001
(a) Disrétisation Linéaire
X
Y
Z
0.1
0.01
0.001
0.0001
(b) b-splines plaque mine
Figure 4.11  Erreur Relative (%) du gradient de la déformée pour la Disrétisation
Linéaire et les b-splines plaque mine, éhelle log
X
Y
Z
0.1
0.01
0.001
0.0001
(a) b-splines ordre 3
X
Y
Z
0.1
0.01
0.001
0.0001
(b) b-splines ordre 4
Figure 4.12  Erreur Relative (%) du gradient de la déformée pour les b-splines d'ordre
3 et 4, éhelle log
L'erreur relative est maximale sur le pourtour de la surfae libre, omme attendu.
Il manque en eet pour es n÷uds une partie de l'information puisque leurs voisinages
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ne sont pas entrés sur eux, d'où l'eet de bord observable. La préision est meilleure
pour des degrés d'approximation supérieurs. L'erreur est sensiblement du même ordre de
grandeur pour la méthode par disrétisation linéaire des faettes et par b-splines plaque
mine. Ces deux méthodes présentent eetivement les mêmes ordres d'approximation.
Les b-splines d'ordre 3 et 4, naturellement d'ordre d'approximation supérieur, présentent
un ordre d'erreur à haque fois supérieur, 10−5% et 10−6%. La troisième onstatation
possible est l'amélioration de la préision au entre de la surfae libre, où les mailles y
sont plus onentrées. Cela onrme que la onvergene en maillage est avérée. Cependant
pour le as des b-splines d'ordre 4, une irrégularité est présente au entre, due au trop
grand nombre de n÷uds voisins. Elle est peu visible sur la gure 4.12b, mais l'erreur
relative y est de 3.7%, à omparer ave les 10−3% de ses voisins.
Dérivées spatiales du potentiel en z = 0
La houle d'Airy est une houle linéarisée sur la position moyenne de la surfae libre,
z = 0. Ainsi pour obtenir l'approximation du potentiel équivalente à elle de la houle
d'Airy, il est néessaire de positionner la surfae libre sur la position moyenne, z = 0, et
elle donnée par la houle d'Airy. Des onlusions très similaires à elles pour les dérivées
spatiales de la déformée de surfae libre peuvent être tirées pour les dérivées spatiales du
potentiel, traées gures 4.13a, 4.13b, 4.14a et 4.14b.
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(a) Disrétisation Linéaire
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0.01
0.001
(b) b-splines plaque mine
Figure 4.13  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour la Disrétisation Li-
néaire et les b-splines plaque mine, en z = 0
Les eets de bords sont nettement plus visibles pour les dérivées du potentiel. De
manière générale, les erreurs relative pour es dérivées sont d'un ordre supérieur à elles
pour les dérivées de la déformée. Il est ependant toujours possible de retrouver les mêmes
éarts d'ordre d'erreur selon l'ordre d'approximation de la méthode d'approximation
utilisée.
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(a) b-splines ordre 3
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(b) b-splines ordre 4
Figure 4.14  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour les b-splines d'ordre 3
et 4, en z = 0
L'irrégularité au entre de l'approximation par b-splines d'ordre 4 est également pré-
sente à un degré bien plus important : l'erreur relative y est de 200%. Cette méthode
est don à prosrire sur e type de voisinage. Les b-splines d'ordre 3 donnent de toute
manière des résultats de préision aeptable pour un temps de alul bien moindre.
Dérivées spatiales du potentiel en z = η
La houle de Rieneker et Fenton est une houle omplètement non linéaire. Le potentiel
et ses dérivées sont don exprimés sur la position de la surfae libre donnée par la solution
de la déformée de surfae libre. À la diérene du paragraphe préédent, l'approximation
du potentiel est alors réalisée sur la position de la surfae libre, z = η et non plus sur sa
position moyenne. L'erreur sur le gradient du potentiel en z = η est ainsi traé pour les
quatre approximations, gures 4.15a, 4.15b, 4.16a et 4.16b.
La prise en ompte de la variation de la géométrie loale, ie la déformée de surfae
libre, aentue les erreurs relatives obtenues, notamment sur les bords. Cependant la
préision de la solution reste aeptable au entre de la surfae libre, ave une erreur
relative inférieure à 2% pour toutes les approximations. La validation de la prise en
ompte de la variation de la géométrie est alors établie. Les onlusions similaires à elles
faîtes préédemment peuvent sinon être énonées : la onvergene en maillage est visible,
l'ordre d'approximation inuene bien la préision de la solution et une irrégularité est
toujours présente au entre pour des b-splines d'ordre 4.
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e
Figure 4.15  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour la Disrétisation Li-
néaire et les b-splines plaque mine, en z = η
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(b) b-splines ordre 4
Figure 4.16  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour les b-splines d'ordre 3
et 4, en z = η
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Temps de Calul : Les temps de alul relatifs aux diérentes approximations peuvent
être omparés. Cependant seuls les temps des aluls eetifs d'approximation et déri-
vation sont relevés. Ceux de la reherhe des points voisins, étape néessaire à l'approxi-
mation par b-splines, ne sont pas ajoutés puisque ette étape n'est réalisée qu'une seule
fois au début de la simulation.
Les temps de alul pour e maillage ne dépassant pas les 0.1s, un maillage plus
onséquent de la surfae libre (Nnoeud = 4400) est utilisé pour donner une meilleure
omparaison de eux-i. Les erreurs relatives maximales sont données à titre de ompa-
Approximation ǫmax(η) ǫmax(φ) Temps CPU
Disrétisation Linéaire 0.11% 52% 0.01s
b-splines plaque mine 2.13.10−2% 13% 0.25s
b-splines ordre 3 1.74.10−3% 0.60% 0.36s
b-splines ordre 4 0.25% 55% 0.53s
Table 4.3  Comparaison des performanes en préision et temps de alul des diérentes
méthodes de alul des dérivées loales
raison, puisque ertaines sont loalisées sur le pourtour de la surfae libre et d'autres,
notamment pour les b-splines d'ordre 4, au entre de la surfae libre. Il est possible de
onstater ependant que les b-splines d'ordre 3 donnent le meilleur rapport de préision
sur temps de alul, l'erreur maximale étant inférieure au pourent. Les erreurs très im-
portantes (ǫη = 0.25%, ǫφ = 55%) pour les b-splines d'ordre 4 sont loalisées au entre de
la surfae libre, présentant une singularité pour la séletion des points voisins (maillage
ylindrique). Les temps CPU de détermination des dérivées spatiales restent bien infé-
rieurs à eux de résolution du problème aux limites, alul de oeient inlus, pour un
nombre de n÷uds équivalent.
Dérivées Loales sur le Corps
Les dérivées spatiales du potentiel sur les orps sont validées en imposant, de la
même façon que sur la surfae libre, une solution analytique onnue, elle d'une houle de
Rieneker et Fenton sur un orps sphérique.
La sphère de rayon 2m, ave une disrétisation non struturée. La disrétisation
polaire habituelle génère en eet des singularités aux ples pour le voisinage. Le nombre
de n÷uds est de 1026 pour 2048 faettes. Le paramétrage loal de la sphère est déni
par les oordonnées sphériques en longitude et olatitude. Le premier veteur tangent est
don porté par la longitude tandis que le seond par la latitude, orienté de manière à e
que la base soit direte ave la normale extérieure au orps.
La houle hoisie possède une longueur d'onde de 8m, pour une amplitude de 0.2m,
soit une ourbure de 5%. La solution du potentiel sur la sphère est présentée gure 4.17a,
ave elles de ses dérivées selon les deux paramètres tangentiels, sur les gures 4.17b et
4.17.
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Figure 4.17  Potentiel et ses dérivées tangentielles sur la sphère
Gradient Surfaique : Les dérivées seondes loales du potentiel doivent être vériées
en plus de son gradient surfaique. Cependant le passage du gradient surfaique aux
dérivées loales premières étant diret, valider le gradient surfaique valide également
les dérivées premières. Les erreurs relatives des aluls du gradient surfaique pour les
4 approximations sont présentées dans un premier temps, gures 4.18a, 4.18b, 4.19a et
4.19b.
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Figure 4.18  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour la Disrétisation Li-
néaire et les b-splines plaque mine, éhelle log
L'ordre de préision est retrouvée similaire pour les approximation par disrétisation
linéaire et b-spline plaque mine, tandis que les b-spline d'ordre 3 et 4 présentent un ordre
de préision plus élevé à haque hangement d'ordre de spline. Le alul du gradient du
potentiel est ependant validé pour toutes les approximations, l'erreur relative maximum
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Figure 4.19  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour les b-splines d'ordre 3
et 4, éhelle log
ne dépassant pas les 2%.
Dérivées Seondes : Les erreurs relatives des dérivées seondes sont ensuite présen-
tées pour les 4 approximations. Les erreurs étant très similaires pour les dérivées seondes
selon le paramètre de longitude et selon elui de olatitude, seules elles suivant le para-
mètre de longitude sont exposées, gures 4.20a, 4.20b, 4.21a et 4.21b.
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Figure 4.20  Erreur Relative (%) de la dérivée seonde du potentiel selon le paramètre
en longitude pour la Disrétisation Linéaire et les b-splines plaque mine, éhelle log
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Figure 4.21  Erreur Relative (%) de la dérivée seonde du potentiel selon le paramètre
en longitude pour les b-splines d'ordre 3 et 4, éhelle log
Les mêmes remarques que pour le gradients peuvent être énonées ii : l'ordre de
préision de l'approximation par disrétisation linéaire et b-splines plaque mine est le
même. Il est naturellement inférieur à elui du gradient puisque le alul des dérivées
seondes s'appuie sur elui des dérivées premières. L'ordre de préision s'aroit ensuite
pour les b-splines d'ordre supérieur. Bien que l'erreur maximale atteigne désormais les 4%
pour la disrétisation linéaire, le alul des dérivées seondes peut être onsidéré omme
validé également. Des splines d'ordre supérieur sont ependant fortement onseillées.
Comparaison ave la méthode direte : Une méthode possible pour obtenir les
dérivées seondes aurait pu être le alul diret ave des splines d'ordre au minimum 2.
Cependant ette méthode présente des résultats moins préis que elle itérative, employée
atuellement(ie appliquer le alul par approximation par b-splines au potentiel pour
obtenir les dérivées premières puis ré-appliquer ette méthode aux dérivées premières).
Une omparaison de es deux méthodes, direte et itérative, est présentée gures 4.22a
et 4.22b, pour les splines d'ordre 3, et gures 4.23a et 4.23b, pour les splines d'ordre 4.
Il apparaît lairement que la méthode direte est loin d'atteindre la préision de la
méthode itérative, e qui a motivé notre hoix pour ette dernière.
Symétrie
On vérie dans e paragraphe que la prise en ompte de la symétrie vertiale est bien
réalisée pour le alul des dérivées loales, premières et seondes, sur le orps, la gestion
de la symétrie étant la même sur la surfae libre et le orps. La solution de houle non-
linéaire de Rieneker et Fenton imposée est bien symétrique et peut don être utilisée
dans ette validation. Seules les approximations par disrétisation linéaire et b-splines
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Figure 4.22  Erreur Relative (%) de la dérivée seonde du potentiel selon le paramètre
en longitude pour la b-spline d'ordre 3, éhelle log
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Figure 4.23  Erreur Relative (%) de la dérivée seonde du potentiel selon le paramètre
en longitude pour la b-spline d'ordre 4, éhelle log
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d'ordre 3 sont présentées, gures 4.24a, 4.24b, 4.25a et 4.25b, puisque la gestion de la
symétrie est similaire pour les diérentes b-splines.
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(b) b-splines ordre 3
Figure 4.24  Erreur Relative (%) du gradient du potentiel pour les approximations
Disrétisation Linéaire et b-splines d'ordre 3, éhelle log
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Figure 4.25  Erreur Relative (%) de la dérivée seonde du potentiel selon le paramètre
en longitude pour les approximations Disrétisation Linéaire et b-splines d'ordre 3, éhelle
log
La gestion de la symétrie vertiale est orretement réalisée : auun eet de bords
n'est visible au niveau du plan de symétrie. La préision reste similaire à elle obtenue
sans le plan de symétrie.
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4.3.3 Synthèse
Deux lasses d'approximations sont implémentées pour le alul des dérivées loales.
La première basée sur la disrétisation linéaire des grandeurs sur les faettes est onsis-
tante ave le alul des oeients d'inuene. Rapide et faile à implémenter, elle est
ependant insusamment préise pour le alul des dérivées seondes et à peine susante
pour elui des dérivées premières.
La seonde se base sur une approximation par fontions d'interpolation b-splines.
Trois types de spline diérents sont implémentés : splines de type plaque mine, splines
de type polynmiale d'ordre 3 et d'ordre 4. Les splines de type plaque mine présentent
une préision équivalente à elle de l'approximation par disrétisation linéaire, ave des
temps de aluls supérieurs. Elles ne présente alors que peu d'intérêt.
Les splines polynmiales d'ordre 3 et 4 sont plus préises, d'un ordre de préision
supérieur par ordre de polynme pour les dérivées premières. Cependant elles requièrent
un voisinage plus important. Cela signie que les informations provenant des points
voisins les plus loin peuvent perturber l'approximation loale. Ainsi, il est parfois plus
judiieux d'utiliser les splines polynmiales d'ordre 3, et non elles d'ordre 4, puisqu'elles
néessitent moins de points voisins.
La dénition du voisinage, pour l'approximation par b-splines, est de manière géné-
rale apitale : elui-i doit être entré sur le point onsidéré et orretement réparti. Il
est don onseillé d'utiliser un maillage uniforme, si possible. Dans le as de maillages y-
lindriques, les entres, où un n÷ud fait parti d'un grand nombre de faettes, onstituent
des singularités pouvant générer de grandes erreurs. Ces maillages sont don à éviter.
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4.4 Module d'avane temporelle
4.4.1 Implémentations numériques
Shéma utilisé
Le shéma utilisé pour l'avane en temps est le shéma de Runge-Kutta d'ordre 4.
Celui-i est lassique des intégrations temporelles et a été retenu pour sa stabilité. Le
pas de temps onsidéré est atuellement onstant mais pourra être envisagé variable dans
l'avenir pour gagner en temps de alul. Une variation de e shéma, ave un domaine
gé pour les quatre passes a été implémenté dans e même but.
Dans e shéma, une itération temporelle fait intervenir 4 étapes durant lesquelles est
alulée la dérivée temporelle de la grandeur reherhée, ave des onditions dépendant
de l'étape. La grandeur, f , est ensuite avanée en temps à l'aide de sa dérivée ∂f˜∂t
f(t+ dt) = f(t) +
∂f˜
∂t
(t)dt (4.56)
Ave 

∂f˜
∂t
(t) = (k1 + 2.k2 + 2.k3 + k4)
1
6
k1 =
∂
∂t
f(t)
k2 =
∂
∂t
f1(t+
dt
2
), f1(t+
dt
2
) = f(t) + k1
dt
2
k3 =
∂
∂t
f2(t+
dt
2
), f2(t+
dt
2
) = f(t) + k2
dt
2
k4 =
∂
∂t
f3(t+ dt), f3(t+ dt) = f(t) + k3dt
(4.57)
Grandeurs à avaner en temps
Les omposantes de perturbation du potentiel sur la surfae libre ainsi que de l'élé-
vation de surfae libre font parties de es grandeurs à avaner en temps. Leurs dérivées
sont données par les deux onditions de surfae libre.
Selon les as de simulation, plusieurs autres grandeurs doivent être également avanées
en temps. Si le orps est en mouvement libre, la position, la vitesse et l'aélération de
son entre de gravité sont des grandeurs qu'il faut inlure dans e shéma, via l'équation
de mouvement et la méthode de la Condition Impliite.
Enn, si l'énergie dans le domaine est reherhée, notamment pour vérier sa onser-
vation, il est néessaire d'intégrer en temps la puissane des eorts hydrodynamiques
s'appliquant sur le orps. Ceux-i s'érivent
WHydro =
∫ t
0
~˙xB(τ) · −→F Hydro(τ)dτ (4.58)
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Remarques sur le alul des oeients d'inuene
Le shéma Runge-Kutta d'ordre 4, fait intervenir quatre aluls des dérivées aux
instants t (étape 1), t + dt/2 (étapes 2 et 3) et t + dt (étape 4). Ce alul néessite la
résolution du problème aux limites sur le potentiel, pour la détermination de la dérivée
normale du potentiel sur la surfae libre. Cependant les frontière du domaine de alul,
pour le problème aux limites, évoluent en fontion du temps, que e soit la position de
la surfae libre ou elle du orps.
En e qui onerne la surfae libre, l'approhe Weak-Saterrer impose la position de
la surfae libre que elle de la déformée de surfae libre inidente. Cela signie 3 positions
diérentes de la surfae libre, aux 3 instants. Cependant la position de la surfae libre
à l'instant t + dt du pas de temps ourant orrespondra à elle de l'instant t du pas de
temps suivant. Ainsi seuls deux aluls des oeients de l'inuene de la surfae libre
seront néessaires pendant un pas de temps.
Pour le orps, si elui-i est xe, auun alul de l'inuene des n÷uds du orps ne sera
néessaire. Si son mouvement est xé, don onnu analytiquement omme la surfae libre,
on retrouvera deux aluls des oeients de l'inuene du orps néessaires pendant un
pas de temps. Néanmoins si le orps est onsidéré en mouvement libre, sa position fera
partie des inonnues à résoudre en temps, e qui signie que 4 aluls des oeients de
l'inuene du orps seront néessaire pendant un pas de temps.
An de pouvoir aluler la dérivée temporelle totale de l'itération
∂f(t)
∂t
, il faut se
ramener après haque étape sur le domaine de référene, le maillage au temps t. On a
supposé sur la surfae libre une onvetion des n÷uds uniquement sur la vertiale. Il
n'y a alors pas besoin d'interpolation, il sut juste de onveter les valeurs du potentiel
et de l'élévation de surfae libre ave la position du n÷ud/pseudo-partiule. De même,
l'étape de remaillage pour passer d'un domaine de alul à l'autre se fait uniquement
en onvetant les points de alul de la surfae libre sur la position de la surfae libre
inidente.
Shéma RK gé
Le shéma RK gé onsiste en l'approximation de faible déformation des frontières du
domaine par rapport aux variations temporelles des grandeurs avanées en temps. Ainsi
ela revient à ger le maillage pour les 4 étapes du shéma de Runge-Kutta et ainsi à ne
réaliser qu'un seul alul des oeients d'inuene pour les 4 étapes.
Cependant il faut prendre garde, dans le as de orps en mouvement libre, de bien
onsidérer deux quantités diérentes pour l'évolution temporelle de la position du entre
de gravité du orps. L'une représente la grandeur physique mise à jour en temps dans
haque étape du shéma de Rung-Kutta. La seonde, liée au maillage, représente l'origine
du repère lié au orps, repère qui est xe, de même que le maillage, pendant les 4 étapes
d'une itération. En eet, les termes de Coriolis dans le alul des positions, vitesses et
aélérations en haque point du orps, font intervenir le veteur position du point dans
le repère lié au orps.
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Plage absorbante
Deux modèles de plage absorbante ont été implémentés. Le premier est basé sur
l'ajout de termes équivalents à une pression, νφ et νη, dans les deux équations de surfae
libre. L'expression du oeient d'amortissement est fontion de la pulsation, ω, et de
la longueur d'onde, λ, de la perturbation à absorber.
 ν = αω
(
(r − r0)
λ
)2
r ≥ r0 = Rext − βλ
ν = 0 r < r0
(4.59)
α et β sont des paramètres permettant d'ajuster respetivement l'intensité des eorts
de pression et la largeur de la plage absorbante numérique. Rext est le rayon extérieur
limitant dans le plan horizontal la surfae libre. Une valeur de α = 0.7 a été étudiée
omme optimale.
Le seond modèle est basé sur l'annulation progressive de la perturbation sur la géo-
métrie à l'aide d'une fontion tanh. Il sert ainsi à s'assurer de la ondition de perturbation
nulle sur le bord du domaine pour les aluls en domaine ouvert. Les onditions de surfae
libre sont alors multipliées par le oeient déni par

ν = 0.5
(
1− tanh
(
r − rm
L
))
rm = Rext − βλ
2
L =
βλ
2atanh(0.95)
(4.60)
ave un paramètre β similaire.
4.4.2 Validations
Onde stationnaire dans une uve fermée
Desription du Cas : Une déformée de surfae libre est imposée initialement sur la
omposante de perturbation de manière à former une onde stationnaire dans la uve.
La longueur d'onde est hoisie en fontion du mode de la uve voulue. Celle du mode k
d'une uve de longueur signiative Lcuve (longueur ou diamètre) est
λ =
Lcuve
k
(4.61)
L'amplitude de l'onde est déterminée en xant la ambrure de l'onde à 10%.
AOnde = 0.1× λ (4.62)
Auune houle inidente n'est imposée, les équations de surfae libre sont linéarisées sur
la position moyenne. Cela signie que le alul des oeients d'inuene n'est néessaire
qu'à l'initialisation de la boule temporelle. Le domaine n'est en eet pas déformé par
la suite, puisque la surfae libre onserve sa position, sur sa position moyenne z = 0,
en l'absene d'une houle inidente. Cette simulation est réalisée en domaine fermé, et
naturellement sans plage absorbante.
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Solution Analytique : La solution numérique obtenue pour la déformée de surfae
libre générée par l'onde stationnaire est alors linéaire. La solution analytique à laquelle
la omparer doit don être la solution d'une onde stationnaire linéaire.
ηa(x, t) = AOnde cos(kx) cos(ωt) (4.63)
La validation de e as s'appuie sur la onordane des périodes de l'onde stationnaire
simulée numériquement et analytique. L'erreur relative liée à elle-i est dénie par
ǫT =
|TNum − TAna|
TAna
(4.64)
La onservation énergétique et volumique appliquée au domaine uide permet également
de vérier la justesse de la simulation.
Efluide = Ep + Ek =
∫∫∫
D
(
1
2
ρv2 + ρgz
)
dV (4.65)
=
1
2
ρ
∫∫
SL
φ
∂φ
∂n
dS +
1
2
ρg
∫∫
SL
η2dS (4.66)
∆V =
∫∫
SL
ηdS (4.67)
La variation de volume est alulée uniquement au niveau de la surfae libre, le volume
uide ompris entre le fond de la uve et la position moyenne de la surfae libre n'est
pas onsidéré. En eet, auune variation de volume n'est attendue dans ette partie du
domaine. L'erreur assoiée à la variation de volume est alors hoisie relative au volume
généré par la surfae de la surfae libre fois l'amplitude de l'onde stationnaire initialement
imposée.
ǫV =
∆V
Aire(SL).AOnde
(4.68)
L'erreur relative assoiée aux variations d'énergie est simplement dénie ave omme
référene la quantité d'énergie dans le domaine uide à l'état initial.
ǫE =
|EF luide − EF luide(0)|
EF luide(0)
(4.69)
Résultats : L'onde stationnaire modélisée dans un premier temps orrespond au pre-
mier mode de la uve, de dimension (L, l,H) = (10, 1, 3)m ave une disrétisation en
espae de dx = 0.5m. Le maillage des frontières du domaine uide (uve et surfae libre)
obtenu est onstitué de 600 n÷uds pour 920 faettes. Le phénomène simulé est bidi-
mentionel, e qui permet de limiter le nombre d'éléments dans la diretion transverse à
deux éléments. Le maillage est ainsi réduit au strit néessaire sans dégrader la solution
numérique. Le pas de disrétisation en temps est hoisi à dt = 0.065s, soit 40 pas de
temps par période.
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Figure 4.26  Solution numérique et analytique de la déformée de surfae libre en un
point en fontion du temps
Les solution numérique et analytique de la déformée de surfae libre en un point sont
traées, en fontion du temps, sur 20 périodes d'osillations, gure 4.26.
Les deux solutions sont en adéquation bien qu'une légère dérive soit visible à la n
de la simulation. La période de l'onde obtenue numériquement est légèrement diérente
Tnum = 2.586s de la période théorique de l'onde stationnaire attendue Tana = 2.59s. L'er-
reur relative sur la période est alors de l'ordre de ǫT = 0.15% e qui est très aeptable.
La onservation énergétique est présentée ensuite gure 4.27.
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Figure 4.27  Énergies inétique et potentielle de surfae libre pour une onde station-
naire
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Les erreurs relatives des variations de volume et d'énergie sont présentées dans la
gure 4.28 et valident bien la onservation de es 2 grandeurs dans le domaine uide.
L'erreur relative des variations d'énergie atteint un maximum de ǫE = 0.1%, tandis que
elle des variations de volume une valeur de ǫV = 0.26%.
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Figure 4.28  Erreurs Relatives des variations énergétique et volumique dans le domaine
uide
Convergene : Une onvergene très rapide en espae et en temps est menée : les
pas de disrétisation en espae et en temps sont divisées par 2. Trois simulations sont
alors lanées (dt/2,dx), (dt,dx/2) et (dt/2,dx/2) pour ompléter la simulation (dx,dt)
préédente. Le tableau suivant réapitule les erreurs relatives sur la période et les onser-
vations énergétique et volumique. Le tableau 4.4 donne les erreurs sur la période et les
onservations énergétique et volumique, pour les quatre ongurations.
dt dt/2
ǫE = 0.1% ǫE = 0.08%
dx ǫV = 0.26% ǫV = 0.26%
ǫT = 0.15% ǫT = 0.15%
ǫE = 0.03% ǫE = 0.02%
dx/2 ǫV = 0.175% ǫV = 0.175%
ǫT = 0.049% ǫT = 0.049%
Table 4.4  Erreurs Relatives de la période et des variations énergétique et volumique
pour diérentes disrétisations en espae et en temps
Les erreurs relatives évoluent peu entre les deux pas de disrétisation en temps, e
qui démontre que la onvergene en temps est déjà atteinte, même ave seulement 40 pas
de temps par période. Les erreurs relatives de l'énergie et de la période sont divisées par
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3 lorsque le pas de disrétisation en espae réduit de moitié, tandis que elle du volume
l'est seulement par 2.
Batteur de houle
Un batteur de houle est modélisé par un ux sinusoïdal sur une des parois de la uve
Sc, qui sera alors nommée parois amont dans la suite. Ce ux est imposé via la ondition :
∂φ
∂n
= U(t) = Ab.sin(ωbt) (4.70)
Ce ux donne naissane à des vagues de modèle linéaire. Sans houle inidente imposée,
les onditions limites de surfae libre sont en eet linéarisées.
Auun ux n'est imposé sur la paroi aval de la uve, opposée à la paroi amont : la
perturbation générée se rééhit don sur elle-i. Auune plage numérique n'est non plus
appliquée pour dissiper la perturbation.
L'éoulement obtenue peut être supposé bidimensionnel. Une solution semi-analytique
par déomposition en série de Fourier sur les modes propres du bassin a été donnée par
Kennard [26℄. Pour un anal de longueur L muni d'un batteur piston en x = 0, l'élévation
de surfae libre linéarisée est donnée par :
η(x, t) =
4
L
∞∑
n=1
[
∞∑
m=0
1
k2n + λ
2
m
]
cos(knx)
∫ t
0
U(τ) cos (ωn(t− τ)) dτ + 1
L
∫ t
0
U(τ)dτ


λm =
(
m+
1
2
)
π
kn =
nπ
L
ω2n = gkn tanh(knH)
Les onservations énergétique et volumique sont également étudiées dans e as pour
validation. Le batteur de houle est simulé par un ux de uide. Les ux de matière et
d'énergie à travers la frontière de la paroi amont est alors

EF lux =
∫ t
0 dE(τ)dτ =
∫ t
0
∫∫
Sc
ρ
∂φ
∂n
(τ)
∂φ
∂t
(τ)dsdτ
VF lux =
∫ t
0 dV (τ)dτ =
∫ t
0
∫∫
Sc
∂φ
∂n
(τ)ds = ASc × U(t)
(4.71)
La dérivée temporelle du potentiel sur le batteur est obtenue par résolution du problème
aux limites sur ette grandeur.
Comme préédemment les erreurs relatives liées aux variations énergétiques et volu-
mique sont dénies par 

ǫE = 100
|EF luide − EF lux|
|EF lux|
ǫV = 100
|VF luide − VF lux|
maxi(|VF lux|)
(4.72)
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La référene de l'erreur relative sur la variation volumique est hoisie omme le maximum
des variations volumiques du ux pour éviter les pis lors des passages à zéro.
Résultats La uve possède les aratéristiques (L, l,H) = (5, 0.1, 1)m, pour un pas de
disrétisation de 0.05m, soit un maillage onstitué de 3700 n÷uds pour 6450 faettes..
La vitesse du batteur est hoisie de manière à générer une onde de longueur d'onde
λ = L5 = 1m. La pulsation est alors ω = 7.85rad.s
−1
, pour une période de T0 = 0.8s.
L'amplitude de la vitesse est hoisie à A = 0.05m.s−1. La houle générée par es para-
mètres est d'amplitude susamment faible pour être linéaire. La simulation est menée
sur 10 périodes d'osillations, ave une disrétisation temporelle de 40 pas de temps par
période.
La solution numérique de l'élévation de surfae libre sur le plan médian de la uve
est omparée à la solution de Kennard, pour diérents temps dans la gure 4.29.
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Figure 4.29  Comparaison de la solution numérique de l'élévation de surfae libre ave
la solution analytique de Kennard
Les deux solutions sont en adéquation bien que des diérenes soient visibles. Un léger
déphasage est présent après 4 périodes d'osillation et les pis, maximums et minimums,
sont également légèrement sous-estimés. La disrétisation spatiale étant grossière par
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rapport à la longueur d'onde (20 pas de disrétisation en espae par longueur d'onde),
es diérenes ne sont pas inattendues. Une réexion sur la paroi aval de la uve est
visible au bout de trois périodes temporelles.
Les variations énergétiques dans le domaine uide sont traées gure 4.30 et ompa-
rées à elles générées par le ux du batteur. La onservation est eetive, l'osillation de
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Figure 4.30  Variations énergétiques dans le domaine uide
la somme des variation énergétiques dans le uide et apportées par le ux sont à peine
visibles à la n de la simulation.
Les erreurs sur les variations énergétiques et volumiques, gure 4.31, permettent de
donner une idée de la préision atteinte par le solveur uide
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Figure 4.31  Erreurs Relatives (%) des variations énergétique et volumique dans le
domaine uide
L'erreur relative atteint à peine 1.8%, pour les variations énergétiques et 0.4% pour les
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variations volumiques. Une stabilisation de la variation énergétique peut être onstatée
après 4 périodes d'osillations. C'est en eet à e moment que des réexions sur la paroi
aval ommenent à apparaître, lorsque la première onde générée par le batteur atteint
la paroi aval. Les erreurs relatives sur les onservations peuvent être onsidérées omme
susamment faibles pour valider e as de génération de houle.
Convergene en espae et en temps : Une onvergene similaire au as de validation
préédent est menée : la disrétisation temporelle est divisée par deux : de 50 à 100 pas
de temps par période. La disrétisation en espae est par ontre multipliée par deux
(de 100 à 50 n÷uds sur la longueur de la uve), pour ne pas obtenir des temps de
alul trop importants. Le tableau 4.5 donne les erreurs sur les onservations énergétique
et volumique pour les diérentes ongurations. Les temps de alul néessaires pour
simuler une période sont ajoutées pour donner un ordre d'idée.
dt dt/2
ǫE = 8.4% ǫE = 8.5%
2× dx ǫV = 1.0% ǫV = 1.0%
Nnoeud = 1360
tcpu
T0
= 1.18min
tcpu
T0
= 2.18min
ǫE = 1.9% ǫE = 1.7%
dx ǫV = 0.37% ǫV = 0.37%
Nnoeud = 3690
tcpu
T0
= 8.32min
tcpu
T0
= 15.4min
Table 4.5  Erreurs Relatives de la période et des variations énergétique et volumique
pour diérentes disrétisations en espae et en temps
La onvergene en temps est ii aussi lairement atteinte : les erreurs relatives sur les
onservations énergétique et volumique sont les mêmes pour les deux pas de temps.
De meilleurs résultats sont par ontre obtenus ave un maillage rané. En eet le
ranement impate diretement la préision de la résolution des problèmes aux limites,
pour le potentiel et sa dérivée temporelle.
Les durées des simulations sont bien multipliées par deux lorsque le pas de temps est
lui-même réduit par deux, omme attendu. Cependant diviser le pas de disrétisation en
espae par deux triple le nombre de n÷uds du maillage, e qui multiplie alors le temps
de alul par 8.
4.4.3 Synthèse
L'intégration temporelle est réalisée par un shéma de Runge-Kutta d'ordre 4 à pas
onstant. L'évolution du domaine sur les quatre passes du shéma induit un re-alul des
oeients d'inuene. Cependant, seule une partie du domaine pouvant bouger (le orps
ou la surfae libre), il est possible de tirer partie de la fontionnalité de alul partiel
des oeients d'inuene. En lair, il n'est pas toujours néessaire de realuler tous les
oeients.
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Une variation de e shéma ave un domaine gé pour les quatre passes a également
été implémentée pour réduire le temps de alul. Cela génère ependant des erreurs
puisque les équations de surfae libre ne sont alors plus résolues sur la position de la
surfae libre inidente. Ave des omposantes de perturbation non négligeables, ette
erreur est toutefois négligeable et permet un gain de temps onséquent.
Deux types de plages absorbantes sont implémentés et ont été présentés ii. Elles sont
néanmoins assez peu perfetionnées et dépendent fortement du maillage de la surfae
libre : des réexions sont généralement toujours présentes. Un travail plus approfondi sur
e sujet pourrait être réalisé pour pallier à e problème.
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4.5 Module de détermination des eorts et mouvements
d'un orps
Dans le as d'un orps en mouvement foré ou xe, seuls les eorts hydrodynamiques
s'appliquant sur le orps sont à déterminer. L'équation de Bernoulli pour le alul de
la pression fait intervenir la dérivée temporelle du potentiel sur le orps, qui n'est pas
aessible immédiatement. La onnaissane des eorts n'étant pas néessaire à l'avane
en temps de la solution hydrodynamique dans e as préis, il est possible d'estimer la
dérivée temporelle du potentiel a posteriori, d'après les valeurs du potentiel sur le orps
en haque instant, à l'aide une méthode de diérenes nies.
Dans le as d'un orps en mouvement libre, e module résout simultanément l'évolu-
tion du mouvement du orps et les eorts hydrodynamiques qui s'y appliquent, es deux
quantités étant solution d'un problème fortement ouplé. La méthode de la Condition
Impliite introduite par Tanizawa permet en eet de traiter e problème, en intégrant
l'équation de mouvement dans le problème aux limites sur la dérivée temporelle du po-
tentiel à résoudre pour aluler les eorts hydrodynamiques.
4.5.1 Implémentations numériques
Calul des eorts hydrodynamiques
Pour rappel, l'eort hydrodynamique a été dénis omme l'intégration sur la surfae
du orps de la pression hydrodynamique, au hapitre 2.3.2
−→
F Hydro = −
∫∫
Sb
p~nds (4.73)
Soit sous forme disrétisée
−→
F Hydro = ρ
Nb∑
j=1
p(j)∆Sj~nj = CT ·
(
∂φ(B)
∂t
+
1
2
−→∇φ2(B) + g.z(B)
)
(4.74)
ave
CT (i, j) = ∆Sj (~nj · ~ei) ∀(i, j) ∈ [1, 3] × [1, Nb] (4.75)
La sommation peut se faire sur les n÷uds ou les faettes du orps. Dans les deux as,
une approximation est néessaire.
Intégration sur les n÷uds Si l'intégration est réalisée sur les n÷uds, il est néessaire
de déterminer l'aire équivalente à assoier au n÷ud. La méthode utilisée est
Aire(i) =
N(i)∑
j=1
Aire(j)Angle(j, i) (4.76)
CHAPITRE 4. IMPLÉMENTATIONS NUMÉRIQUES ET VALIDATIONS 93
ave

Aire(i) est l'aire assoiée au n÷ud i,
N(i) est le nombre de faettes dont fait partie le n÷ud,
Angle(j, i) est l'angle au sommet assoié au n÷ud i de la faette j.
(4.77)
Le alul du gradient dans e as peut être réalisé par approximation par B-Splines ou
par disrétisation linéaire.
Intégration sur les faettes Si la sommation est eetuée sur les faettes, une ap-
proximation de la dérivée temporelle est possible via l'hypothèse de disrétisation linéaire
des valeurs sur les faettes. La valeur de la dérivée temporelle du potentiel assoiée à la
faette est alors elle assoiée à son entre de gravité, alulée simplement omme la
moyenne des 3 valeurs aux sommets.
Le alul du gradient est également basé sur l'approximation de disrétisation linéaire.
Détermination de φt par diérenes nies
Dans le as où les mouvements du orps n'ont pas besoin d'être alulés, il est alors
possible de déterminer la dérivée temporelle du potentiel et don les eorts hydrodyna-
miques sur le orps a posteriori. La méthode utilisée pour ela repose sur la onnaissane
du potentiel sur le orps à haque instant et don l'utilisation d'un shéma de diérenes
nies. Si le orps est en mouvement foré, la dérivée alulée par ette méthode est la
dérivée partiulaire assoiée à la vitesse des points du orps.

Dφ
Dt
=
φ(t+ dt)− φ(t− dt)
2dt
∂φ
∂t
=
Dφ
Dt
− ~˙x · −→∇φ
(4.78)
Malgré un shéma d'intégration du seond ordre, ette méthode reste moins préise
que la méthode reposant sur la résolution d'un problème aux limites sur la dérivée du
potentiel.
Résolution d'un problème aux limites sur la dérivée du potentiel
Un problème aux limites similaire à elui pour le potentiel a été posé dans le ha-
pitre 2.3.3.

△∂φ
∂t
= 0 dans tout le domaine uide
∂φ
∂t
=
D0zφ
Dt
− ∂φ0
∂z
∂φ
∂z
sur la surfae libre
∂2φ
∂n∂t
= ~¨xB · ~n+ q sur un orps en mouvement de translation
∂2φ
∂n∂t
= 0 sur les surfaes xes
(4.79)
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La seonde identité de Green pour e problème aux limites donne sous forme disrétisée
N∑
j=1
CS(i, j).φtn(j)−
N∑
j=1
CD(i, j).φt(j) = 0 (4.80)
soit en séparant les inonnues, des grandeurs onnues à imposer dans le seond membre
∑
j∈SL
CS(i, j)
∂2φ
∂n∂t
(j)−
∑
j∈SM
CD(i, j)
∂φ
∂t
(j) =
∑
j∈SL
CD(i, j)
∂φ
∂t
(j)−
∑
j∈SM
CS(i, j)
∂2φ
∂n∂t
(j)
(4.81)
Les oeients d'inuene, CS et CD, sont les mêmes que pour le problème aux limites
pour le potentiel, e qui permet un gain de temps onsidérable.
Il est également possible d'érire la ondition limite sur le orps sous forme disrète
φtn(B) = CK · ~¨x(B) +Q (4.82)
ave
CK(j, i) = ~nj · ~ei ∀(i, j) ∈ [1, 3] × [1, Nb] (4.83)
Dans le as où l'aélération du orps est onnue (ie le mouvement du orps est
imposé), il est possible alors de résoudre diretement le système linéaire i dessous
AX = B (4.84)
ave 

A =
[
CS(:, SL) −CD(:, SM) ]
X =
[
Φtn(SL)
Φt(SM)
]
B =
[ −CS(:, SM) CD(:, SL) ] · [ Φtn(SM)
Φt(SL)
] (4.85)
Dans le as d'un mouvement libre pour lequel l'aélération du orps est inonnue,
il est néessaire de résoudre le problème ouplé omplet par la méthode de la Condition
Impliite.
Méthode de la ondition impliite
La méthode de la ondition impliite repose sur la résolution simultanée de l'équation
de mouvement et du problème aux limites sur la dérivée du potentiel, omprenant la
ondition limite sur le orps. Il est alors néessaire de réérire l'équation de mouvement
en expliitant les eorts hydrodynamiques
M¯ · ~¨xB = −→F Hydro +M~g +−→F ext (4.86)
soit sous forme disrétisée et en passant les inonnues dans le membre de gauhe{
M¯ · ~¨xB − CT · ∂φ
∂t
(B) = T (4.87)
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ave
T = CT ·
(−→∇φ2(B) + g.z(B)) +M~g +−→F ext (4.88)
Les inonnues du système à résoudre sont ainsi

φtn(SL) : la dérivée normale de la dérivée temporelle du potentiel sur la surfae libre
φt(B + C) : la dérivée temporelle du potentiel sur les surfaes Corps et Cuve
φtn(B) : la dérivée normale de la dérivée temporelle du potentiel sur le orps
~¨x(B) : l'aélération du orps, en translation et rotation
L'ajout de l'équation de mouvement disrétisée au problème aux limites posé préédem-
ment donne le système total à résoudre

CS · φtn(SL)−CD · φt(B + C) + CS · φtn(B) = CD · φt(SL)− CS · φtn(C)
φtn(B)− CK · ~¨x(B) = Q
M¯ · ~¨x(B)− CT · φt(B) = T
(4.89)
soit le système linéaire

CS −CD −CD CS 0
0 0 0 δij −CK
0 −CT 0 0 M


·


φtn(SL)
φt(B)
φt(C)
φtn(B)
~¨x(B)

 =


[CD,−CS] ·
(
φt(SL)
φtn(C)
)
Q
T


(4.90)
4.5.2 Validations
Diration d'une houle régulière sur une sphère immergée xe
Desription du as de validation
Le as de validation porte sur l'étude de la diration d'une sphère immergée xe sous
une houle inidente régulière. La solution WS pour l'eort en diration sur le orps est
omparée à la solution linéaire donnée par Nemoh, en se plaçant en onditions linéaires,
i.e. houle de faible ambrure.
Les paramètres géométriques de la sphère sont : rayon a = 10m et enfonement
d = −20m. La simulation est menée sur 8 périodes de houle et 100 pas de temps par
période, en profondeur innie et domaine ouvert. L'approximation sur la surfae libre est
désormais Weak-Satterer, la houle inidente étant non nulle.
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Résultats en ondition linéaire
Une houle inidente régulière est imposée ave une pulsation ωh = 1.5rad/s, soit une
période T0 = 4.19s et une longueur d'onde λ = 27.4m. Ave une amplitude rête à
reux faible, Ah = 0.01m, la ambrure obtenue est alors c = kAh = 0.23%. Les eorts
de Froude-Krylov et en diration sont traés en fontion du temps pour les solutions
linéaire et WS, dans la gure 4.32.
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Figure 4.32  Évolution temporelle des eorts de Froude-Krylov et en diration
Un bon aord des eorts de Froude-Krylov et en diration est visible. Un léger
éart sur le Froude-Krylov provient d'une disrétisation diérente de la sphère, entraînant
une erreur géométrique évaluée à ǫ = 0.7%. Celle-i se retrouve également dans l'eort
en diration, notamment sur son amplitude. Un déphasage entre la solution linéaire
et WS est également présent mais très faible. Il est possible de retrouver la période
d'établissement de l'eort en diration pour la solution WS, inexistante pour la solution
linéaire. Une analyse harmonique de l'eort en diration, des solutions linéaire et WS,
donne les oeients en amplitude et en phase dans le tableau 4.6. L'aord est bon
entre les résultats des deux solutions, que e soit sur le oeient d'amplitude ou elui
en phase.
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|Fdiff |(N) φ(rad)
Linéaire 37512 −3.0806
WS 38111 −3.0975
Erreur Relative (%) 1.6 0.54
Table 4.6  Coeients harmoniques de l'eort en diration, en amplitude et en phase
Variation de la pulsation de houle inidente
Plusieurs houles de pulsations diérentes sont ensuite imposées, omprises entre 0.25
rad/s et 1.75 rad/s. Les eorts en diration sont analysés pour omparer les oeients
harmoniques ave la solution linéaire. Ceux-i sont alors traés gure 4.33.
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Figure 4.33  Coeients harmoniques en amplitude et phase de l'eort en diration
pour diérentes pulsations de houle
Un bon aord est obtenu, les oeients harmoniques de la solution WS pour les
diérentes pulsations orrespondent bien à la ourbe donnée par la solution linéaire.
L'erreur entre les deux solutions est minime et permet de valider la justesse des aluls
des eorts en diration sous l'approximation Weak-Satterer.
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Résultats en onditions non linéaires
Une houle de grande ambrure est imposée : Ah = 4.5m pour ω = 0.7rad/s, soit une
ambrure c = kAh = 22.5%. Le orps est approhé de la surfae libre, d = −15, an de
renforer les interations de elui-i ave la surfae libre. Les solutions linéaire et WS de
l'eort en diration sont traées gure 4.34
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Figure 4.34  Évolution temporelle de l'eort en diration pour une houle de grande
ambrure
Des diérenes non négligeables sont obtenues. Elles sont dues à la proximité du orps
ave la surfae libre. Il est possible en eet d'observer que l'eort en diration donné par
l'approhe WS se déphase lorsque le orps et la surfae libre se rejoigne. Ce déphasage
est lié à la modiation importante de l'amortissement en radiation du orps à proximité
de la surfae libre. La gure 4.35 donne les omposantes inidente et de perturbation de
l'élévation de surfae libre à l'aplomb du orps.
Contrairement aux hypothèses de l'approhe WS, les omposantes de perturbation
ne sont pas faibles, omparées aux omposantes inidentes. Cela remet don en question
la validité des résultats obtenus ave ette approximation. Il est également possible d'ob-
server de faibles osillations sur la n de la gure, qui ont tendane à s'amplier au ours
du temps. Elles sont liées à la génération des ondes ourtes. Si le maillage de la surfae
libre n'est pas assez rané, elles-i ont tendane à dégénérer et réer des instabilités.
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Figure 4.35  Élévation de surfae libre, inidente et perturbée, à l'aplomb du orps
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Figure 4.36  Élévation de surfae libre inidente plus perturbée, à l'aplomb du orps
Un seond problème, lié à l'approhe WS est visible dans la gure 4.36 : le maillage
de la surfae libre est positionné sur la somme de l'élévation inidente et perturbée,
uniquement à des ns de visualisation. Le orps passe ii à travers la surfae libre. La
position de la surfae libre dans le ode étant toujours elle de la houle inidente, ette
situation ne pose pas de problèmes pour le ode. Cependant il ne permet pas de modéliser
orretement les phénomènes en jeu lorsque le orps et la surfae libre entrent en ontat.
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Radiation seule d'une sphère immergée en mouvement foré
Desription du as de validation
Une sphère de rayon a = 10m est immergée à une distane d = 2a = 20m sous
la surfae libre. Un mouvement de pilonnement lui est imposé, d'amplitude Ar et de
pulsation ωr = 1rad.s
−1
. En hoisissant la onstante de gravitation g = 10m.s−2, par
simpliation, la longueur d'onde adimentionnalisée par le rayon de la sphère est alors
ka = 1.
La simulation est réalisée en domaine ouvert, dans une uve de diamètre R = 100m
et de profondeur innie, an de supprimer les réexions sur le bord. Une disrétisation
temporelle de 100 pas de temps par période est hoisie. La simulation est menée sur 5
périodes.
Auune houle inidente n'est appliquée, les onditions de surfae libre sont don
toujours linéarisées sur la position moyenne z = 0. Le maillage du orps suivant son
déplaement réel, les onditions sur le orps sont exates. Ce as de validation est don
réalisé selon l'approhe faiblement non-linéaire "Body Exat".
L'eort hydrodynamique s'appliquant sur la sphère est relevé et omparé à deux
solutions numériques. La première est une solution en théorie potentielle linéaire, donnée
par Nemoh. La seonde est une solution potentielle omplètement non-linéaire, donné
par un Numerial Wave Tank (NWT) développé par Harris [22℄, une variation de elui
initié par Grilli [19℄. Une omparaison des performanes des deux odes, Weak-Satterer
et NWT a fait l'objet d'une publiation [30℄.
Une analyse harmonique sur l'eort hydrodynamique est ensuite réalisée pour obtenir
les 4 premières harmoniques, parties réelles et imaginaires.
Résultats en onditions linéaires
Une première omparaison est réalisée en onditions linéaires : l'amplitude du mouve-
ment foré est hoisie faible devant le rayon de la sphère Ar = 0.025m. Les 3 solutions,
linéaire, faiblement non-linéaire et omplètement non linéaire, des eorts hydrodyna-
miques doivent alors orrespondre dans es onditions.
Les solutions temporelles linéaires et omplètement non-linéaires sont re-réées à par-
tir des oeients harmoniques des eorts hydrodynamiques. Ils ne présentent don pas
de période d'établissement du signal ou de réexion sur les frontières du domaine, au
ontraire de la solution faiblement non-linéaire. L'eort hydrodynamique sur le orps en
fontion du temps pour les trois solutions est traé dans la gure 4.37.
Un bon aord des 3 ourbes est visible. L'établissement de la solution faiblement
non-linéaire est visible et limité à la première période d'osillation. Une perturbation est
également présente à la n de la simulation, après la 4
e
période. Cela est dû à l'eet des
ondes rééhies sur les parois de la uve malgré la plage absorbante.
L'analyse harmonique est alors réalisée entre le début de la 2
e
et la n de la 4
e
période.
Le signal est susamment stable pour que 3 périodes d'osillation susent pour l'analyse.
Les oeients harmoniques des eorts hydrodynamiques sont présentés dans le tableau
4.7 adimentionalisés par ρgka3Ar.
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Figure 4.37  Eorts hydrodynamiques en théorie linéaire (Nemoh), faiblement non-
linéaire (WS) et omplètement non-linéaire (NWT)
1
re
harmonique 2
e
harmonique 3
e
harmonique 4
e
harmonique
Nemoh 1.884, 0.341
WS 1.879,0.342 0.0025, 0.0035 0.0014, 0,0020 0,0009, 0,0014
NWT 1.805, 0.309 -0.014, -0.0006 -0.0038, -0.0021 -0.0021, -0.0015
Table 4.7  Harmoniques de l'eort hydrodynamique en onditions linéaires
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Logiquement, les harmoniques d'ordre supérieur sont très faibles. Les oeients har-
moniques du premier ordre présentent un bon aord pour les 3 solutions, ave un éart
plus important sur la solution non-linéaire. La disrétisation spatiale utilisée est sans
doute en ause. La partie réelle est aeté par la disrétisation de la sphère, puisqu'elle
est diretement lié à la masse ajoutée du orps. La partie imaginaire donne l'amortisse-
ment en radiation du orps, don l'interation de elui-i ave la surfae libre. Ainsi la
disrétisation spatiale de la surfae libre inuene la préision de la partie imaginaire.
Résultats en onditions non-linéaires
L'amplitude d'osillation du orps est hoisie de manière à être non négligeable devant
le rayon de la sphère : Ar = 0.5a = 5m. L'eort hydrodynamique sur la sphère pour les
3 solutions est traé dans la gure 4.38.
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Figure 4.38  Eorts hydrodynamiques en théorie linéaire (Nemoh), faiblement non-
linéaire (WS) et omplètement non-linéaire (NWT)
La période d'établissement du signal est retrouvée, de même que le retour des ondes ré-
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éhies par les frontières du domaine pour la solution WS. De plus grands éarts peuvent
être relevés entre les 3 solutions, notamment sur les pis supérieurs, lorsque la sphère se
rapprohe de la surfae libre. Cela indique une prédominane, ii, des non-linéarités de
surfae libre sur les non-linéarités liées aux mouvements du orps.
Les oeients harmoniques adimentionnalisés sont présentés dans le tableau 4.8.
Les oeients d'ordre supérieur ne sont désormais plus négligeables, bien que toujours
faibles devant eux du premier ordre. Un bon aord est obtenu entre les oeients des
solutions WS et NWT. Le oeient réel du premier ordre en omplètement non linéaire
présente toujours un grand éart par rapport aux deux autres solutions, e qui vient
appuyer l'hypothèse d'une disrétisation du orps sans doute plus faible dans le as du
NWT. Cependant les oeients imaginaires orrespondent beauoup mieux dans e as.
1
re
harmonique 2
e
harmonique 3
e
harmonique 4
e
harmonique
Nemoh 1.884, 0.341
WS 1.845,0.333 -0,088, 0,099 -0,0284, 0,0085 -0,0084, -0,0024
NWT 1.769, 0.330 -0.098, 0.051 -0.0217, -0.0226 0.0036, -0.0095
Table 4.8  Harmoniques de l'eort hydrodynamique en onditions non-linéaires
Variation de la pulsation et de l'amplitude du mouvement du orps
Une omparaison des oeients harmoniques en fontion de la fréquene de mou-
vement foré du orps a été réalisée à l'oasion d'une publiation [30℄. Les solutions
omparées à elle du ode Weak-Satterer sont la solution omplètement non-linéaire du
ode NWT et une solution Body-Exat et fontions de Green linéarisée par Ferrant [16℄.
La solution omplètement non-linéaire (NWT) est réalisée en bassin numérique, en
domaine fermé. Ainsi, pour se plaer en ondition de profondeur innie, la profondeur de
domaine uide maillé doit dépendre de la longueur d'onde des perturbations générées par
le mouvement de la sphère. Les solutions WS et de Ferrant ont par ontre été réalisées
en onditions de domaine ouvert, don en profondeur innie.
Deux solutions linéaires sont également utilisées omme référenes pour un as de
mouvement foré de faible amplitude Ar = 0.025a. La première, numérique, est donnée
par Aquaplus (désormais remplaé par Nemoh). La seonde est une solution analytique
donnée pour une sphère en mouvement foré en profondeur innie par Srokosz [42℄
Le nombre d'onde adimentionalisé par le rayon de la sphère varie entre 0.1 et 3.
L'eort hydrodynamique sur le orps en fontion du temps pour toutes es solutions est
traé dans la gure 4.39
Un bon aord entre toutes les solutions est visible, ave quelques pourents d'erreur
relative au maximum. L'éart observable sur la partie réelle entre les diérentes solutions
semble onstant pour toutes les longueurs d'onde. Une diérene de disrétisation de la
sphère peut ainsi être à l'origine de es éarts : le maillage de la sphère en WS possède en
eet 2 fois plus d'éléments que eux du NWT et de la solution de Ferrant. Les éarts sur
la partie imaginaire sont quant à eux plus onentrés à l'endroit du pi. Dans les deux
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Figure 4.39  Coeients Harmoniques en fontion de la longueur d'onde adimentiona-
lisée pour une amplitude de Ar = 0.025a
as, la solution Weak-Satterer est enadrée par les diérentes solutions, e qui valide
notre modèle.
Trois grandes amplitudes de mouvement sont ensuite onsidérées : Ar = 0.3a, 0.5a et
0.7a. Les oeients harmoniques adimentionnalisés en fontion de la longueur d'onde
sont présentés pour es diérents as dans les gures 4.40, 4.41, 4.42, 4.43, 4.44, 4.45.
Les trois solutions des oeients harmoniques présentent un bon aord général,
notamment pour les premiers harmoniques. Les harmoniques d'ordre supérieurs ne sont
présentées que pour donner une ordre d'idée. Bien que les évolutions montrent des simili-
tudes, des diérenes notables sont visibles. Il est en eet diile de donnner elles-i sans
s'attaher à un ranemment de la surfae libre susant pour modéliser orretement les
ondes ourtes. Une erreur onstante pour les oeients réels présentent entre la solu-
tion WS et les deux autres semblent onrmer une disrétisation de la sphère diérente
entre es solutions, omme avané préédemment. La solution omplètement non-linéaire
présente des temps de alul bien plus important, notamment pour les faibles nombres
d'ondes. Il est en eet néessaire dans es as de onsidérer une plus grande profondeur
à mailler, don des maillages plus onséquents.
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Figure 4.40  Coeients Harmoniques Réels en fontion de la longueur d'onde adi-
mentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.3a
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Figure 4.41  Coeients Harmoniques Imaginaires en fontion de la longueur d'onde
adimentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.3a
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Figure 4.42  Coeients Harmoniques Réels en fontion de la longueur d'onde adi-
mentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.5a
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5−0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
Ka
Co
ef
fic
ie
nt
 H
ar
m
on
iq
ue
 Im
ag
in
ai
re
(/ ρ
.
g.
Ka
.A
r.
a
2 )
1ère Harmonique
 
 
Ferrant
WSC
NWT
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5−0.05
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
Ka
Co
ef
fic
ie
nt
 H
ar
m
on
iq
ue
 Im
ag
in
ai
re
(/ ρ
.
g.
Ka
.A
r.
a
2 )
2ème Harmonique
 
 
Ferrant
WSC
NWT
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5−0.04
−0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
Ka
Co
ef
fic
ie
nt
 H
ar
m
on
iq
ue
 Im
ag
in
ai
re
(/ ρ
.
g.
Ka
.A
r.
a
2 )
3ème Harmonique
 
 
Ferrant
WSC
NWT
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5−0.02
0
0.02
0.04
0.06
0.08
0.1
Ka
Co
ef
fic
ie
nt
 H
ar
m
on
iq
ue
 Im
ag
in
ai
re
(/ ρ
.
g.
Ka
.A
r.
a
2 )
4ème Harmonique
 
 
Ferrant
WSC
NWT
Figure 4.43  Coeients Harmoniques Imaginaires en fontion de la longueur d'onde
adimentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.5a
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Figure 4.44  Coeients Harmoniques Réels en fontion de la longueur d'onde adi-
mentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.7a
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Figure 4.45  Coeients Harmoniques Imaginaires en fontion de la longueur d'onde
adimentionalisée pour une amplitude de Ar = 0.7a
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Radiation seule d'une sphère immergée en mouvement libre
Desription du as de validation
Ce as de validation est un essai en extintion et dière du préédent uniquement
par le mouvement de la sphère laissée libre. Celle-i est soumise à un rappel élastique
de raideur Ke xe en z = −d = −2a sous la surfae libre. La sphère, de même rayon
a = 10m, est déalée d'une distane a0 à la vertiale du point xe du ressort.
La simulation est menée sur 10 périodes ave 100 pas de temps par période, en pro-
fondeur innie et domaine ouvert. Auune houle inidente n'étant imposée, les onditions
de surfae libre sont omplètement linéarisées, tandis que les onditions sur le orps sont
exates (approhe Body-Exat).
Résultats en onditions linéaires
Une omparaison ave l'approhe linéaire donné par Nemoh est eetuée en se plaçant
à une amplitude de mouvement faible devant le rayon de la sphère : a0 = 0.1m. La
raideur élastique et la masse ajoutée à l'inni donne une approximation de la pulsation
du mouvement obtenu.
ω0 =
√
Ke
M + µ∞
; T0 =
2π
ω0
(4.91)
La masse ajoutée à l'inni µ∞ est donnée par Nemoh pour une pulsation tendant vers
l'inni. Une raideur de Ke = 6.44.10
6N.m−1 est utilisée dans un premier temps, de
manière à obtenir une pulsation d'environ 1rad.s−1.
Une reonstrution du signal temporel de l'évolution du entre de gravité pour le
modèle linéaire Nemoh est eetuée grâe à la méthode Prony [38℄. L'évolution temporelle
de la position vertiale du entre de gravité de la sphère est traée gure 4.46 pour les
solutions linéaire reonstruite et WS. Un léger éart est visible, notamment à la n de la
simulation, sur la période de l'osillation. L'erreur relative sur ette période par rapport
à la période prédite T0 est de 1% pour la méthode Prony et 0.89% pour le ode WS. Une
légère diérene peut également être relevée sur les pis, et don sur l'amortissement du
mouvement.
Conservations Énergétique et Volumique
Les onservations énergétique et volumique sont stritement similaires à elles pré-
sentées dans le as de validation de mouvement foré. Les onservations sont présentées
pour le maillage de surfae libre le plus rané (WS1), dans la gure 4.47. Une dérive
de l'énergie totale est visible au ours de la simulation, mais ette dernière reste faible
devant l'énergie fournie par le orps au uide ou l'énergie du uide.
Les erreurs relatives sur les onservations énergétique et volumique en fontion du
temps sont traées gure 4.48. Celle sur la onservation volumique est négligeable devant
elle sur la onservation énergétique. La dérive sur ette dernière est bien visible sur e
traé. Elle est prinipalement due à la propagation de la perturbation sur un maillage de
surfae libre moins rané à l'extérieur du domaine qu'au entre. En eet, si l'on trae
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Figure 4.46  Évolution temporelle de la position vertiale du entre de gravité de la
sphère
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Figure 4.47  Conservation énergétique pour une sphère en mouvement libre
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Figure 4.48  Erreurs Relatives de la onservation énergétique et volumique
la même onservation pour le maillage WS3, le phénomène est amplié. L'erreur relative
pour la onservation d'énergie atteint les 4% sur le premier pi, avant l'observation d'une
dérive plus importante. Il est possible alors de onlure sur la présene de diusion
numérique due au maillage. C'est un des problèmes lié au maillage ylindrique, pratique
puis réduisant le nombre de faettes et de n÷uds sur l'extérieur du domaine, mais où
la préision peut alors ne plus être susante pour assurer une bonne propagation des
perturbations.
Conditions Non-Linéaires : Grands Mouvements et Prohe Surfae Libre
La sphère est désormais éloignée vertialement du point d'équilibre d'une distane
a0 = 0.5a. L'évolution du entre de gravité de la sphère est traée gure 4.49 pour les
solutions linéaire reonstruite et WS. Les deux modèles présentent des résultats enore
similaires. Une augmentation de l'amortissement de la solution du ode WS par rapport
à elle de la méthode linéaire est ependant présente.
En approhant la sphère de la surfae libre ave le point xe du ressort à d = 1.5a =
15m, la distane initiale au point d'équilibre doit être légèrement abaissée à a0 = 0.4a,
mais les non-linéarités de surfae libre sont ampliées, f gure 4.50.
Une bonne adéquation des solutions est obtenue, un amortissement supérieur est
ependant enore observable sur la solution donnée par le ode WS.
4.5.3 Synthèse
Le alul des eorts hydrodynamique sur un orps, ainsi que elui de ses mouvements
ont été implémentés. La résolution de la dérivée temporelle du potentiel est réalisée par
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Figure 4.49  Évolution temporelle de la position vertiale du entre de gravité de la
sphère, pour une amplitude d'osillation initiale de 0.5a
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Figure 4.50  Évolution temporelle de la position vertiale du entre de gravité de la
sphère pour une distane d = 1.5a
CHAPITRE 4. IMPLÉMENTATIONS NUMÉRIQUES ET VALIDATIONS 112
résolution d'un problème au limites sur ette dernière. La ondition sur le orps a été re-
développée selon les méthodes données par Tanizawa et Cointe. Une nouvelle expression
est ainsi proposée, permettant d'unier elles de Tanizawa et Cointe.
Les dérivées loales, premières et seondes, du potentiel sont quant à elles alulées
d'après l'approximation par fontions d'interpolation b-splines, présentées à la setion
4.3.
La prise en ompte et le alul des mouvements libres du orps sont également ee-
tués lors de la résolution du problème aux limites, à l'aide de la méthode de la ondition
limite impliite proposée par Tanizawa et Van Dalen.
Le alul des eorts sur un orps xe est validé dans un premier temps, au travers de
l'étude de la diration d'une houle sur une sphère immergée. Il est à noter que 'est la
première validation réellement eetuée sous l'approximation Weak-Satterer (onditions
limites de surfae libre faiblement non-linéaire), présentée dans e mémoire. Des aluls
en onditions linéaires sont alors menés ave une solution en approhe linéaire donnée par
Némoh. Une étude des diérenes entre les deux approhes en onditions non-linéaires
(houle de grande ambrure) est ensuite présentée.
Un as de radiation seule d'une sphère immergée en pilonnement foré est ensuite
mené, pour valider la ondition sur le orps du problème aux limites sur la dérivée du
potentiel. De même, une solution en approhe linéaire donnée par Némoh est utilisée, pour
validation en onditions linéaires et à titre de omparaison en onditions non-linéaires.
Enn le as de radiation seule de la sphère immergée en mouvement libre est résolu,
ave l'ajout d'un rappel élastique, an de valider la méthode de la ondition impliite
(alul des mouvements dans la résolution du problème aux limites sur la dérivée tem-
porelle du potentiel). Une solution en approhe linéaire donnée par Némoh est toujours
utilisée, pour validation en onditions linéaires et omparaison en non-linéaires.
Il est possible de onlure dans es trois as de la validité des résultats donnés par
l'approhe WS par rapport à eux de l'approhe linéaire, en onditions linéaires. Des
diérenes minimes sont observables, notamment liées à des disrétisations du orps
légèrement diérentes dans les deux odes. Les méthodes de disrétisation des équations
intégrales pour le alul des oeients d'inuene sont également diérentes : panneaux
onstants pour Némoh et disrétisation linéaire pour WS, et peuvent menées à des ordres
de préision des résultats diérents.
Des diérenes plus notables sont visibles en onditions non-linéaires : orps en grands
mouvements, houle de grande ambrure ave orps prohe de la surfae libre. Ces der-
nières justient alors l'apport de la formulation Weak-Satterer sur l'approhe linéaire, en
permettant de apturer des phénomènes non-linéaires, ii partiulièrement liés à l'inter-
ation entre la surfae libre et le orps. Il est toutefois néessaire de prêter attention à la
validité des hypothèses de la formulation Weak-Satterer. Ces phénomènes non-linéaires
sont en eet souvent aompagnés de grandes perturbations générées par le orps. Or
elles-i, supposées faible devant le hamp inident, ne le sont pas toujours.
Chapitre 5
Appliation du ode Weak-Satterer
Étude d'une bouée immergée pilonnante anrée au fond,
de type Ceto
5.1 Desription du système houlomoteur
Le système houlomoteur (wave energy onverter, WEC, en anglais) Ceto a été déve-
loppé par la soiété australienne Carnegie Wave Energy Limited.
Figure 5.1  Shéma du WEC
Il onsiste en une bouée immergée anrée
au fond générant de l'énergie et possédant
également des fontionnalités de désalinisation
d'eau de mer. Ce as d'appliation s'inspire lar-
gement de e système houlomoteur en simpli-
ant la géométrie à elle d'une sphère et les
anrages et Power Take-O (PTO) à un sys-
tème ressort-amortissement linéaire.
Les aratéristiques géométriques de la
sphère sont tirées des dimensions du Ceto :
• a = 3.5m, rayon de la sphère
• d = 5m, immersion au repos du CdG
• H = 20m, profondeur du domaine
Les paramètres du ressort, KPTO et l0 per-
mettent d'ajuster la réponse du système houlo-
moteur aux solliitations de houle. La raideur,
KPTO, est dénie de manière à obtenir une ré-
sonane du système méanique sous l'ation de
la houle inidente. Elle peut être alors exprimée
en fontion de la pulsation de houle inidente,
ω, de la masse du orps, M , ainsi que de sa
masse d'eau ajoutée à l'inni, µ∞. Cette der-
nière est hoisie omme approximation de la masse d'eau ajoutée du orps, puisque elle-i
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dépend de la pulsation de houle inidente.
KPTO = (µ∞ +M)ω
2
(5.1)
La longueur à vide du ressort,l0, permet de dénir une pré-tension, via l'équation hydro-
statique de la bouée.
(M − ρeau.VSphere) g = KPTO (H − d− l0) (5.2)
Seul le as d'une sphère de ottabilité nulle est onsidéré ii.
M = ρeauVSphere (5.3)
La longueur à vide donne alors diretement l'immersion au repos de la sphère.
d = H − l0 (5.4)
L'amortissement BPTO dimensionne le PTO et don inuene la quantité d'énergie
de la houle réupérée.
L'eort du PTO sur le orps s'érit en fontion de la position relative du orps par
rapport au point d'anrage,
−−→
GP0, et à la vitesse du orps,
−→
V = ∂
−−→
GP0
∂t
−−−→
FPTO = KPTO
(
|−−→GP0| − l0
) −−→GP0
|−−→GP0|
+BPTO
−→
V (5.5)
et la puissane instantanée ainsi que l'énergie absorbée par le PTO sont don simplement

PPTO(t) = BPTO
−→
V (t)2
EPTO(t) =
t∫
0
PPTO(τ)dτ
(5.6)
5.1.1 Puissane absorbée, largeur de apture et rendement
La puissane moyenne absorbée par le PTO, le ux d'énergie de houle inidente, la
largeur de apture et le rendement sont dénis à partir de l'énergie aptée par le PTO
et des paramètres de houle. 

Pabs =
EPTO
t
J =
ρg2
8π
A2hT W/m
BJ =
Pabs
J
ηPTO =
BJ
2a
(5.7)
CHAPITRE 5. APPLICATION DU CODE WEAK-SCATTERER 115
5.2 Conditions linéaires : faibles ambrures de houle et ré-
ponses en mouvement
Un premier as est présenté pour s'assurer de la validité de la solution WS, sous
onditions linéaires, en omparaison ave la solution linéaire. Les hypothèses de houle de
faibles amplitude et ambrure doivent ainsi être respetées, an que les non-linéarités de
surfae libre soit négligeables. De même, l'amplitude de mouvement du orps doit être
faible devant la longueur aratéristique de elui-i, pour négliger les non-linéarités liées
aux mouvement du orps.
La houle inidente est hoisie ave une pulsation ω = 1.7rad/s, soit une période de
T = 3.7s et une longueur d'onde λ = 21.3m. L'amplitude de la houle est Ah = 0.001m
soit une ambrure c = kAh = 0.03%. Une amplitude de houle aussi faible nous permet
d'assurer le respet des hypothèses de linéarité, sur la surfae libre et le orps, malgré la
résonane méanique générée par le ressort (KPTO = 740000N/m).
5.2.1 Sans amortissement du PTO
L'amortissement du PTO est pris nul, dans un premier temps, pour vérier la justesse
de l'évaluation de l'amortissement en radiation par le modèle WS, sans interférene du
premier ave le seond. Les solutions linéaire et WS des réponses en mouvement et en
eort en diration-radiation sont traées gure 5.2
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Figure 5.2  Comparaison des modèles linéaire et WS en onditions linéaires, sans
amortissement du PTO
Les deux modèles donnent des solutions présentant un très bon aord. Les périodes
d'osillations sont très prohes visuellement, de même que l'aroissement des amplitudes
des osillations. La masse ajoutée et l'amortissement en radiation sont respetivement
liés à es deux quantités. Il est alors possible de onlure sur l'aord des deux solutions
en terme de masse ajoutée et d'amortissement en radiation, de manière qualitative, sans
les évaluer diretement.
En eet, le régime permanent n'est pas atteint après 8 périodes d'exitation, à ause
d'un amortissement faible. L'analyse harmonique est ainsi plus omplexe à réaliser et
non néessaire ii, où l'on ne herhe qu'à vérier e qui a déjà été validé préédemment.
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5.2.2 Ave amortissement du PTO
L'amortissement du PTO permet la réupération de l'énergie de houle par le système
houlomoteur. Il permet également la stabilisation plus ou moins rapide du mouvement
du orps, du régime transitoire au régime stationnaire. Une valeur de l'amortissement du
PTO de BPTO = 50000N.s/m a été déterminée à l'aide de la solution linéaire de manière
à obtenir un régime transitoire limité à quelques osillations.
Les solutions linéaire et WS de l'élévation du entre de gravité du orps, de l'eort
en diration-radiation et de l'énergie aptée en fontion du temps sont présentées dans
la gure 5.3.
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Figure 5.3  Comparaison des modèles linéaire et WS en onditions linéaires, ave un
amortissement du PTO
L'hypothèse de linéarité sur le orps est vériée : l'amplitude de mouvement du orps
est très faible devant ses dimensions. Un bon aord est visible entre les deux modèles
pour les solutions de l'élévation du entre de gravité et de l'eort en radiation. Les mêmes
périodes d'osillation et amortissements peuvent être retrouvés. Un éart est visible dans
le régime transitoire, puisque les eorts en diration ne sont pas imposées de la même
façon dans les deux modèles. Dans l'approximation linéaire, les eorts en diration du
régime permanent sont onsidérés dès le début, au ontraire de l'approximation WS.
Cela résulte en un éart sur l'énergie absorbée, qui se traduit par un oset entre les deux
modèles une fois le régime permanent atteint. Cela est visible entre les 4e et 6e périodes.
Cependant la solution WS rattrape l'éart sur la n de la simulation, sans doute à ause
de réexions de la perturbation sur l'extérieur du domaine.
La puissane moyenne absorbée, la largeur de apture et le rendement du PTO sont
omparés dans le tableau 5.1, pour les deux modèles. Pour la houle inidente hoisie, le
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ux d'énergie de houle inidente est de J = 0.0141W/m. La puissane moyenne absorbée
n'est relevée que sur le régime stationnaire.
Nemoh WS
Pabs(W ) 0.0369 0.0367
BJ(m) 2.61 2.59
ηPTO(%) 37.4 37.0
Table 5.1  Comparaison des puissane absorbée, largeur de apture et rendement
donnés par les modèles linéaire et WS en onditions linéaires
5.2.3 Réponses pour un ensemble de fréquenes
Les réponses en pilonnement et en puissane moyenne absorbée sont étudiées pour
un ensemble de pulsations de houle inidente variant de 0.4rad/s à 2rad/s, tandis que
l'amplitude de houle est onservée onstante Ah = 0.001m. La raideur du ressort est
aordée à la pulsation de houle inidente, de manière à onserver la résonane méanique
du système, tandis que l'amortissement du PTO est hoisie xe, BPTO = 5.10
4N.s/m.
Les réponses en pilonnement et en puissane moyenne absorbée sont traées en fon-
tion de la pulsation, gure 5.4, pour les modèles linéaire et WS. Le ux d'énergie de
houle inidente, multiplié par le diamètre du orps, est de plus ajouté pour omparaison
ave les réponses en puissane.
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Figure 5.4  Réponses en pilonnement et puissane moyenne absorbée pour des houles
inidentes de faible amplitude
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Un bon aord est trouvé entre les deux modèles. Quelques diérenes sont visibles
pour des pulsations omprises entre ω = 0.8rad/s et 1.5rad/s, ave une erreur relative
maximale de l'ordre de ǫ = 1.5% sur la réponse en pilonnement. Une diérene de
disrétisation du orps dans les deux modèles est don peut-être en ause ii aussi. Cet
erreur maximale est néanmoins faible, susamment pour pouvoir valider le modèle WS
en onditions linéaires par rapport à l'approhe linéaire.
La réponse en mouvement supérieure à 1, prohe de 2.25 au maximum, onrme que
la résonane reherhée en réglant la raideur du ressort en fontion de la pulsation de la
houle inidente est bien obtenue.
5.3 Conditions non-linéaires : grandes ambrures de houle
et réponses en mouvement
Une étude similaire en onditions non-linéaires est menée pour identier l'apport de
l'approhe WS sur l'approximation linéaire, en terme de réponse en mouvement et en
puissane.
Deux prinipaux ensembles de non-linéarités peuvent alors être onsidérées : eux des
non-linéarités liées à de grandes amplitudes de mouvement du orps, et eux des non-
linéarités dues à des houles non-linéaires, de grande ambrure. Les premières onernent
ainsi prinipalement le problème en radiation. Les seondes, au ontraire, aetent le
problème en diration.
Une étude sur la réponse en mouvement et en puissane en fontion de la fréquene
d'exitation de la houle est également présentée.
5.3.1 Visualisation des non-linéarités liées au orps
Les non-linéarités liées aux mouvements du orps sont reherhées dans un premier
temps. Il est alors néessaire de se plaer à la fréquene générant la plus grande réponse
en amplitude, tout en onservant une houle inidente de ambrure moyenne.
Une houle inidente est hoisie ave une pulsation ω = 1rad/s, soit une période de
T = 6.3s et une longueur d'onde λ = 60m. L'amplitude de la houle est Ah = 1.25m soit
une ambrure c = kAh = 13%. La raideur du ressort, ajustée sur l'exitation, est dénie
à kPTO = 3.10
6N/m, tandis que l'amortissement est BPTO = 5.10
4N.s/m.
Réponses en pilonnement, eort et énergie
Les solutions linéaire et WS des réponses en mouvement et en eort en diration-
radiation sont traées gure 5.5
Les onditions de linéarité, de faibles mouvements du orps autour d'une position
moyenne, ne sont plus respetées : l'amplitude de mouvement atteint 2.5m à la n de la
simulation, soit environ les trois quarts du rayon de la sphère. Les eets de non-linéarité
du au orps, pris en ompte par le modèle WS et non par le linéaire, sont visibles. La
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Figure 5.5  Comparaison des modèles linéaire et WS, en présene de non-linéarités
liées au mouvements du orps
réponse en amplitude en régime permanent est moins importante prédite par le modèle
WS que l'approhe linéaire.
Des non-linéarités sont visibles sur l'eort en diration-radiation lorsque le orps
s'approhe de la surfae libre : les pis se déforment. Cela provient d'une modiation
de l'amortissement en radiation du orps, qui induit alors un déphasage, pendant un
temps très ourt. Lorsque le orps s'éloigne ensuite de la surfae libre, l'amortissement
en radiation et don le déphasage retrouvent leurs valeurs. Ces non-linéarités ne sont pas
liées à la grande ambrure de la houle, mais plutt de l'interation entre le orps et la
surfae libre.
En terme de réponse en puissane moyenne absorbée, es non-linéarités ont également
un impat non négligeables. L'énergie absorbée à la n de la simulation par le PTO dière
entre les deux approximations d'un éart d'environ −33%.
Puissane moyenne absorbée
Le tableau 5.2 résume les grandeurs assoiées à l'absorption d'énergie par le PTO,
pour les deux approhes. Pour la houle inidente hoisie, le ux d'énergie de houle in-
idente est de J = 37.6kW/m. La puissane moyenne absorbée n'est relevée que sur le
régime stationnaire.
L'éart en puissane moyenne absorbée, et don également sur la largeur de apture
et le rendement énergétique, entre les deux approhes, atteint presque les 50%. Le modèle
linéaire, qui ne prend en ompte es non-linéarités, surestime don bien la réponse en
puissane, omme attendu.
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Nemoh WS
Pabs(kW ) 161 83.4
BJ(m) 4.30 2.22
ηPTO(%) 61 32
Table 5.2  Comparaison des puissane absorbée, largeur de apture et rendement,
donnés par les modèles linéaire et WS, en présene de non-linéarités
Validation des hypothèses WS
Le hoix de ette houle inidente plae le ode WS dans un as limite d'appliation.
La sphère vient en eet presque au ontat ave la surfae libre. Il est de plus intéressant
de vérier la validité des hypothèses de l'approhe WS. Les omposantes inidente et de
perturbation de l'élévation de surfae libre sont ainsi traées, gure 5.6, en fontion du
temps, pour un point de la surfae libre situé à l'aplomb de la sphère.
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Figure 5.6  Déformées de surfae libre inidente et de perturbation au entre de la
surfae libre
Les perturbations générées par le orps sont très loalement supérieures aux om-
posantes de houle inidente. C'est notamment le as lorsque le orps est très prohe de
la surfae libre. Des lâhers d'ondes ourtes, de grandes amplitudes mais de faibles lon-
gueurs d'onde, sont alors générés en aval du orps. En dehors de es ondes ourtes, les
perturbations sont très faibles devant les omposantes de houle inidente.
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5.3.2 Visualisation des non-linéarités de surfae libre
Les non-linéarités de surfae libre sont à présent reherhées. Les résultats données
par l'approhe linéaire et le modèle WS sont ainsi omparés pour une houle présentant
une forte ambrure mais ne générant pas une grande amplitude de mouvement du orps.
La houle inidente séletionnée possède une pulsation de ω = 2rad/s, soit une période
de T = 3.14s et une longueur d'onde de λ = 17m. L'amplitude de houle est hoisie à
Ah = 0.85m, soit une ambrure de c = kAh = 31.4%.
L'amortissement du PTO est déni à BPTO = 5.10
4N.s/m, tandis que l'immersion
initiale du orps est xée à d = 5m, de manière à amplier les eets de la houle sur le
orps.
Réponses en pilonnement, eort et énergie
Les solutions linéaire et WS des réponses en mouvement et en eort en diration-
radiation, ainsi que l'énergie absorbée par le PTO en fontion du temps, sont traées
gure 5.7
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Figure 5.7  Comparaison des modèles linéaire et WS, en présene de non-linéarités de
surfae libre
L'hypothèse de faible réponse en amplitude de mouvement est vériée : l'amplitude
maximum de pilonnement de la sphère est de 0.5m, soit environ 15% du rayon du orps.
L'inuene des non-linéarités de surfae libre est lairement visible dans les résultats
donnés par l'approhe WS, en omparaison de eux de l'approximation linéaire. Les
amplitudes de réponses en pilonnement sont plus importantes en WS, ampliées enore
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par le ressort, que e soit en régime transitoire ou permanent. Les réponses en eorts en
diration-radiation sont également fortement impatées par es non-linéarités : les pis
sont plus prononés tandis que les reux sont aplatis.
Cela impate ainsi diretement l'énergie absorbée par le PTO. Elle est ii beauoup
plus importante pour le modèle WS, prenant en ompte les non-linéarités liées à la houle
inidente de grande ambrure.
Puissane moyenne absorbée
Le tableau 5.3 résume les grandeurs assoiées à l'absorption d'énergie par le PTO,
pour les deux approhes. Pour la houle inidente hoisie, le ux d'énergie de houle in-
idente est de J = 8.7kW/m. La puissane moyenne absorbée n'est relevée que sur le
régime stationnaire.
Nemoh WS
Pabs(kW ) 19.7 28.8
BJ(m) 2.27 3.32
ηPTO(%) 32 47
Table 5.3  Comparaison des puissane absorbée, largeur de apture et rendement,
donnés par les modèles linéaire et WS, en présene de non-linéarités
Un éart non négligeable de l'ordre de 30% est obtenu entre les deux approhes,
pour la prédition de la puissane moyenne absorbée par le PTO. Cela signie qu'un
modèle linéaire ne prenant pas en ompte les non-linéarités de surfae libre sous-estime
ette dernière. Cela va à l'enontre de e que l'on a pu onstater dans l'introdution,
pour des houles irrégulières de grande amplitude. Il est néanmoins néessaire de noter
que la pulsation de houle inidente hoisie ii ne orrespond pas à elle pour laquelle le
système houlomoteur serait onçu (i.e. présentant la plus grande réponse en puissane :
ω ≃ 1rad/s).
Validation des hypothèses WS
De même, il est intéressant de vérier la validité des hypothèses de l'approhe WS.
Les omposantes inidente et de perturbation de l'élévation de surfae libre sont ainsi
traées, gure 5.8, en fontion du temps, pour un point de la surfae libre situé à l'aplomb
de la sphère.
De plus grandes perturbations sont visibles, en omparaison du as non-linéaire préé-
dent. Des ondes ourtes sont toujours générées : la sphère a une amplitude de mouvement
moindre mais son enfonement initiale, moins important, la plae désormais prohe de la
surfae libre sur de plus longues durées. Les omposantes de perturbations varient alors
du même ordre de grandeur que elles de la houle inidente. Cela remet diretement
en ause les résultats de l'approhe WS. Pour valider eux-i, par rapport aux résul-
tats du modèle linéaire, il faudrait pouvoir omparer ave une approhe omplètement
non-linéaire.
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Figure 5.8  Déformées de surfae libre inidente et de perturbation au entre de la
surfae libre
5.3.3 Réponse pour un ensemble de fréquenes
La même étude est réalisée pour un ensemble de fréquene variant de 0.4 à 2rad/s et
une amplitude de houle onstante Ah = 0.85m. Cette dernière assure de rester en sphère
totalement immergée. Les ambrures varient alors de 2.6% à 31%.
Les mêmes paramètres de PTO sont utilisés : raideur ajustée sur l'exitation et amor-
tissement xe BPTO = 50000Ns/m. Les paramètres du orps sont également onservés :
rayon a = 3.5m et enfonement d = 2a = 7m.
Le maillage de la surfae libre est soumis à plusieurs onditions. La première onerne
le nombre de faettes par longueur d'onde, l'exitation et la perturbation présentant
normalement une fréquene prohe, grâe à la raideur du ressort. La seonde, liée à la
préision du solveur du problèmes aux limites, impose un rapport de taille de faettes
sur les frontières de type Dirihlet et Neumann prohe de un. Les maillages ainsi générés
sont ranés au entre de manière de manière à obtenir environ 50 pas de disrétisation
par période et leur ironférene atteint quatre longueurs d'onde an d'éviter le retour
de réexions. Une plage absorbante est imposée sur la dernière longueur d'onde.
Réponses en pilonnement et en puissane moyenne absorbée
Les réponses en pilonnement et en puissane moyenne absorbée sont traées dans la
gure 5.9 suivante.
Les deux modèles présentent des réponses en pilonnement, et don en puissane,
prohes bien que présentant des diérenes pour ertaines gammes de fréquenes.
Deux de es gammes peuvent être dénies. La première pour des pulsations supé-
rieures à 1.6rad/s, soit des houles de ambrure supérieure à 20%. Les éarts entre solu-
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Figure 5.9  Réponses en pilonnement et puissane moyenne absorbée pour des houles
inidente de grande amplitude
tion linéaire et WS orrespondent ii à la prise en ompte de non-linéarités de surfae
libre. La réponse en pilonnement est en eet inférieure à 1. Une réponse en puissane,
supérieure pour le modèle WS, peut alors être retrouvée.
La seonde gamme de pulsation onerne elles omprises entre 0.8rad/s et 1.3rad/s.
Les non-linéarités liées à de grandes amplitude de mouvement du orps sont ii prépon-
dérants. La réponse en mouvement y est plus importante, omprise entre 1.5 et 2. La
réponse en puissane est inférieure pour le modèle WS, omparé à l'approhe linéaire.
Les deux types de non-linéarités sont retrouvés, bien que générant des éarts moins
importants, dus à une amplitude de houle moindre ou une immersion supérieure que dans
les deux as préédent.
La seonde gamme de pulsation présente la plus grande réponse en puissane. Le
système houlomoteur doit ainsi être onçu pour fontionner dans elle-i. Les eets non-
linéaires dus aux grands mouvements du orps seront alors prépondérants. Le ressort
étant aordé à l'exitation, e résultat n'est pas inattendu.
Validation des hypothèses WS
Il est également intéressant d'étudier le hamp de perturbations générées par le orps
sur la déformée de surfae libre inidente, an de s'assurer que les onditions de l'approxi-
mation WS sont bien respetées.L'évolution des omposantes inidente et de perturbation
de la déformée de surfae libre est alors traée pour le point au entre de la surfae libre,
pour la pulsation présentant la plus grande réponse en pilonnement, ω = 0.84rad/s.
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Figure 5.10  Déformées de surfae libre inidente et de perturbation au entre de la
surfae libre
Les perturbation maximum ne sont pas négligeables : 75% de l'amplitude de la houle
inidente. Les pis sont ependant très loalisés : lorsque le orps est prohe de la surfae
libre, il génère des ondes ourtes. Au ontraire, lorsque la sphère s'éloigne de elle-i, les
perturbations sont très faibles devant les omposantes de houle inidente.
5.4 Synthèse
Un système houlomoteur simple de type Ceto a été étudié à l'aide du ode WS et
les résultats omparés à eux de Nemoh, basé sur une approhe potentiel linéaire. Dans
des onditions linéaires, les deux modèles présentent un bon aord, omme attendu. Les
faibles éarts, au maximum de 1% pour la réponse en pilonnement, proviennent sans
doute de la disrétisation plus préise du orps en WS qu'en linéaire.
En onditions non-linéaires, des éarts non négligeables entre les deux approhes ap-
paraissent. Considérer de grandes amplitudes de mouvement du orps entraine la prise en
ompte de non-linéarités du orps dans le ode WS pour la résolution du problème en ra-
diation. Le modèle linéaire tend alors à donner des performanes énergétiques supérieures
à elles du modèle WS.
Au ontraire, lorsque des houles non-linéaires, de grande ambrure, sont imposées,
ave de faible amplitude de mouvement dur orps, l'approhe WS donne des performanes
énergétiques supérieures à elles du modèle linéaire. Ces éarts sont ainsi liés aux non-
linéarités de modélisation de la surfae libre dans la résolution du problème en diration.
Dans les deux as, il faut néanmoins faire attention au domaine de validité de l'ap-
prohe WS. Obtenir de grandes réponses en mouvement ou imposer des houles de grandes
amplitude et ambrure génère des perturbations qui peuvent mettre en défaut les hypo-
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thèses fondatries de la méthode WS. Une omparaison ave un modèle omplètement
non-linéaire pourrait être réalisée pour dénir e domaine de validité.
Dans ette étude, la raideur du ressort a été aordée à l'exitation de houle, e qui
a permis d'obtenir de grandes réponses en mouvement et puissane, pour des houles
régulières. Dans le as d'une houle irrégulière, la raideur du ressort ne peut être aordée
qu'à la fréquene d'exitation prépondérante. Une étude sur les réponses du système
houlomoteur soumis à des houles irrégulières permettraient également de mieux quantier
l'apport de l'approhe WS sur le modèle linéaire.
Chapitre 6
Conlusions
6.1 Développements et validations du ode
L'objetif de ette thèse de fournir un outil numérique fontionnel pour la modélisa-
tion de orps en grands mouvements a été atteint. Le domaine d'appliation de et outil
est déni à l'étude d'un orps immergé en mouvement libre soumis à une houle régulière.
Ce ode Weak-Satterer a été développé ex-nihilo, sous forme de modules. Chaun d'eux
a été validé suessivement ave suès au ours du développement du ode WS.
Les validations les plus pertinentes ont été présentées dans e mémoire. Elles ont
également permis d'illustrer le fontionnement des prinipaux modules assoiés. Parmi
eux-i gurent notamment le module de alul des oeients d'inuene et elui de
dénition et résolution du problème aux limites. Réalisés en début de thèse, ils s'appuient
sur le développement des expressions analytiques des équations intégrales. La validation
de es modules a été réalisée onjointement à l'aide d'une solution analytique simple.
Diérentes fontionnalités, ayant pour but de réduire les temps de alul de es deux
modules, ont été implémentées, validées et présentées : prises en ompte de symétries,
domaine ouvert et alul partiel des oeients d'inuene.
Le module de alul des dérivées loales a été développé par la suite. Il est basé sur des
approximations par fontions d'interpolation b-splines, d'ordre élevé. Une méthode basée
sur la disrétisation linéaire est également implémentée. Les dérivées loales, premières
et seondes, des grandeurs peuvent alors être déterminées sur toute surfae paramétrée :
surfae libre ou orps. La validation de e module s'est également appuyée sur une solution
analytique onnue, prohe d'une solution que le ode serait amené à modéliser. Diérentes
méthodes de alul des dérivées ont pu être omparées, en terme de préision et rapidité.
Le module développé ensuite permet l'avane en temps de la solution, au travers d'une
boule temporelle basée sur un shéma de Rung-Kutta d'ordre 4. Les diérentes quantités
à avaner en temps sont le potentiel et l'élévation de surfae libre, mais également la
vitesse et la position du orps et diverses puissanes instantanées à intégrer en temps pour
la vériation de la onservation énergétique ou le alul de l'énergie absorbée par un
PTO. Des as de validation sans orps sont réalisées dans un premier temps pour s'assurer
des équations de surfae libre : l'établissement d'une onde stationnaire et la modélisation
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d'un batteur de houle. Ces deux validations s'appuient sur deux solutions analytiques :
respetivement elle d'une onde stationnaire en théorie linéaire et une solution d'un
batteur de houle donnée par Kennard [26℄.
Enn le dernier module d'interation uide/struture a été implémenté, donnant les
eorts hydrodynamique s'appliquant sur le orps, ainsi que les mouvements de elui-i. Ce
module est basé sur la résolution d'un problème aux limites sur la dérivée temporelle du
potentiel, pour déterminer ette grandeur sur le orps. Une expression pour la ondition
sur le orps a été développée, uniant elles données par Cointe [9℄ et Tanizawa [43℄. Les
problèmes en radiation et en diration ont été validés suessivement. Des omparaisons
en onditions linéaires ave des résultats en approhe linaire, donnés par Nemoh, ont été
utilisées pour ela. La validation du problème en radiation d'une sphère immergée a fait
l'objet d'une publiation en omparaison ave un ode omplètement non-linéaire, un
Numerial Wave Tank (NWT) initié par Grilli et développé par Harris [22℄.
L'étude des onservations énergétique et volumique dans le domaine uide a égale-
ment permis d'aréditer les as de validations présentés.
6.2 Appliation à l'étude d'un réupérateur d'énergie des
vagues de type Ceto
Un système houlomoteur simple de type Ceto a été étudié à l'aide du ode WS et les
résultats omparés à eux d'une approhe potentiel linéaire, donnés par Nemoh. Dans
des onditions linéaires, les deux modèles présentent un bon aord, omme attendu. Les
faibles éarts, au maximum de 1% pour la réponse en pilonnement, proviennent sans
doute de la disrétisation plus préises du orps en WS qu'en linéaire.
En onditions non-linéaires, des éarts non négligeables entre les deux approhes ap-
paraissent. Considérer de grandes amplitudes de mouvement du orps entraine la prise en
ompte de non-linéarités du orps dans le ode WS pour la résolution du problème en ra-
diation. Le modèle linéaire tend alors à donner des performanes énergétiques supérieures
à elles du modèle WS. Au ontraire, lorsque des houles non-linéaires, de grande am-
brure, sont imposées, ave de faible amplitude de mouvement dur orps, l'approhe WS
donne des performanes énergétiques supérieures à elles du modèle linéaire. Ces éarts
sont ainsi liés aux non-linéarités de modélisation de la surfae libre dans la résolution du
problème en diration.
Dans les deux as, il faut faire attention au domaine de validité de l'approhe WS.
Obtenir de grandes réponses en mouvement ou imposer des houles de grandes ampli-
tude et ambrure génère des perturbations qui peuvent mettre en défaut les hypothèses
fondatries de la méthode WS.
Une omparaison ave un ode omplètement non-linéaire pourrait permettre de dé-
nir plus préisément le domaine d'appliation du modèle WS. L'inuene de la pertur-
bation générée par le orps sur lui-même n'est en eet pas prise en ompte dans notre
modèle. Cette étude quantierait ainsi l'importane de es perturbations sur le orps.
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6.3 Développements futurs
Ce ode a été développé ex-nihilo. Seule la struture de gestion des données et quelques
fontions ont été reprises de travaux préédents. Le ode obtenu est fontionnel pour tous
les as de validation et d'appliation présentés dans e mémoire. Son domaine d'applia-
tion est ependant restreint à des orps immergé soumis à des houles régulières.
Tehniquement, des orps perçant la surfae libre vertialement peuvent être traités.
Cependant pour rester dans la onguration d'intersetion orps/surfae libre vertiale,
le orps doit être xe ou en mouvement de pilonnement seul. Un travail onséquent
sur la gestion de l'intersetion du orps ave la surfae libre est don néessaire, pour
pouvoir onsidérer des orps ottants librement. Une thèse portant sur le sujet et mené
par Camille Chauvigné est atuellement en ours. La gestion de l'intersetion regroupe
notamment l'étude de la dénition et du suivi de l'intersetion entre le orps et la sur-
fae libre, de la déformation du maillage de surfae libre pour suivre le orps dans son
mouvement, voire de son remaillage, omplet ou partiel, selon les déformations.
La prise en ompte d'une houle irrégulière néessite également une attention par-
tiulière. Le prinipe de superposition de plusieurs houles régulières n'est en eet va-
lable qu'en théorie linéaire. Un modèle de propagation de houle irrégulière d'ordre élevé,
basé sur une méthode High Order Spetral (HOS), est de plus développé au laboratoire
LHEEA [12℄. Un futur développement du ode WS serait don un ouplage ave e mo-
dèle.
La modélisation de plusieurs orps n'est pas omplètement opérationnelle dans tous
les modules. Il fait défaut notamment dans le module d'interation uide/struture, per-
mettant de déterminer les mouvements de orps. Ce travail serait don à naliser pour
pouvoir étudier l'interation de plusieurs orps entre eux. Un ouplage à un simulateur
multi-orps permettrait de plus de pouvoir étudier des systèmes à mobilité et orps mul-
tiples, ave des ouplages d'eorts et mouvements entre es orps.
Il est déjà possible de dégrader simplement la formulation WS pour traiter des pro-
blèmes selon l'approximation linéaire, sur la surfae libre, le orps (Body Exat) ou les
deux. Diérentes versions du ode temporelle pourraient alors être onsidérées selon les
non-linéarités modélisées. De même, il serait possible d'implémenter une version omplè-
tement non-linéaire mais toujours basée sur la déomposition du hamp en omposantes
inidentes et de perturbation. Il surait juste de onsidérer les onditions de surfae
libre exates, ainsi que la dérivée temporelle totale (inident plus perturbation) dans la
dénition de la dérivée partiulaire assoiée à la vitesse de déplaement des n÷uds sur
la surfae libre. La position de la surfae libre devrait ependant être onsidérée omme
inonnue du problème aux limites, rendant sa résolution légèrement moins stable.
Une optimisation de l'eaité du ode, voire une parallélisation de elui-i, pour-
raient lui permettre de diminuer les temps de alul an de pouvoir simuler des phéno-
mènes en des temps de alul plus ourts, voire en temps réel.
Enn de nombreux ajouts au ode seront néessaires avant une éventuelle ommer-
ialisation ou mise à disposition plus large au publi, à plus long terme : interfae, import
de maillages de orps omplexes, ajout de modèles d'anrages, et.
Annexe A
Développement de la ondition
limite sur le orps pour le problème
aux limites sur la dérivée temporelle
du potentiel
Le problème aux limites pour la dérivée temporelle du potentiel est donné par

△∂φ
∂t
= 0 dans tout le domaine uide
∂φ
∂t
=
D0zφ
Dt
− ∂φ0
∂z
∂φ
∂z
sur la surfae libre
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x(B) · ~n+
(
~¨θ(B) ∧ ~r
)
· ~n+ q sur un orps en mouvement
∂2φ
∂n∂t
= 0 sur les surfaes xes
(A.1)
La ondition limite sur le orps fait apparaitre le terme q, qu'il s'agit d'expliiter.
Une expression de e terme est présentée dans ette annexe, aompagnée de son déve-
loppement. Celui-i a été basé sur les travaux de Cointe [9℄, Berkvens [3℄, Tanizawa [43℄
et Van Dalen [45℄, qui ont eux-mêmes développé des expressions 2D et 3D selon deux
méthodes diérentes.
Les développements des diérentes expressions analytiques de la ondition limite
sont présentés, de même que leurs équivalenes. Une nouvelle expression simpliée est
également introduite.
A.1 Méthode de Cointe
La méthode développée par Cointe[9℄ repose sur la dérivée temporelle de la ondition
de glissement sur le orps. Si l'on onsidère le déplaement d'un point P du orps, de
oordonnées ~x dans le repère global et une vitesse de rotation du orps, θ dans le repère
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global, Cointe[9℄ a exprimé l'équation préédente en 2D omme :
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x.~n+ θ˙.
(
~˙x.~s− ∂φ
∂s
)
−
(
1
R
∂φ
∂s
+
∂2φ
∂n∂s
)
~˙x.~s+
(
∂2φ
∂s2
− 1
R
∂φ
∂n
)
~˙x · ~n (A.2)
~s orrespond au veteur tangent loal au point P . Elle a été ensuite développée par
Van Dalen[45℄ en 3D
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x.~n +
(
~˙x.~s1 − ∂φ
∂s1
)
.~˙θ · ~s2 −
(
~˙x.~s2 − ∂φ
∂s2
)
.~˙θ · ~s1 −
(
k1.
∂φ
∂s1
− ∂
2φ
∂s1∂n
)
.~˙x · ~s1
−
(
k2.
∂φ
∂s2
− ∂
2φ
∂s2∂n
)
.~˙x · ~s2 +
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
− (k1 + k2).∂φ
∂n
)
.~˙x · ~n (A.3)
A.1.1 Développements 2D
Soit un orps muni d'un repère loal urviligne diret (O, s, n), déni à partir des
veteurs tangent (~s) et normal (~n) loaux. Les ourbes s = constante sont don des
droites portées par les veteurs normaux loaux. Les ourbes n = constante sont des
ontours homothétiques du prol de la arène, tandis que n = n0 orrespond à elui-i.
Figure A.1  Shéma de la base urviligne
Si, en artésien, le veteur position s'érit ~r = x.~ex + y.~ey, les veteurs de la base
urviligne, (~s, ~n), sont dénis par
~n =
∂~r
∂n
et ~s =
∂~r
∂s
(A.4)
Les fateurs d'éhelle sont dénis par
hn = |~n| et hs = |~s| (A.5)
ANNEXE A. CONDITION LIMITE SUR LE CORPS 132
Les ourbes s = cst sont des droites et ~n est déni unitaire pour tout s et t. Alors pour
tout (s, n, t), les variations du fateur d'éhelle suivant la normale sont
hn = 1 ,
∂hn
∂s
= 0 ,
∂hn
∂n
= 0 et
∂hn
∂t
= 0 (A.6)
Le veteur tangent ~s est également déni unitaire sur le ontour (n = n0) pour tout s.
Il varie néanmoins pour toutes les autres valeurs de n. Cette variation s'exprime à l'aide
du rayon de ourbure R par
∂hs
∂n
=
hs
R
et
∂hs
∂s
= 0 (A.7)
Les équations de dérivation des veteurs unitaires de la base, en base direte, sont
∂~hi
∂wj
=
1
hi
∂hj
∂wi
~hj − δij
∑
k,k 6=i
1
hk
∂hi
∂wk
~hk (A.8)
Les dérivées spatiales des veteurs de la base sont alors

∂~s
∂s
=
1
hs
∂hs
∂s
~s− 1
hn
∂hs
∂n
~n = −∂hs
∂n
~n
∂~s
∂n
=
1
hs
∂hn
∂s
~n = ~0
∂~n
∂s
=
1
hn
∂hs
∂n
~s =
∂hs
∂n
~s
∂~n
∂n
=
1
hn
∂hn
∂n
~n− 1
hs
∂hn
∂s
~s = ~0
(A.9)
Les opérateurs dérivatifs peuvent alors être exprimés omme

−→∇φ = 1
hi
∂φ
∂qi
bi =
1
hs
∂φ
∂s
.~s+
∂φ
∂n
.~n
−→∇ · ~V = 1∏
j hj
∂
∂qi
(
Vi
∏
j 6=i hj
)
=
1
hs
∂~V · ~s
∂s
+
1
hs
∂hs.~V · ~n
∂n
=
1
hs
∂~V · ~s
∂s
+
∂~V · ~n
∂n
+
1
R
.(~V · ~n)
△φ = −→∇ ·
(−→∇φ) = 1
h2s
∂2φ
∂s2
+
1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
+
∂2φ
∂n2
= 0
La dérivée temporelle de φ lorsque l'on suit le orps dans son mouvement de orps rigide
est dénie par
δφ
δt
. Cette dérivée orrespond à une dérivée partiulaire par rapport au
mouvement du orps, don assoié à la vitesse du point du orps onsidéré, ~˙x. Elle peut
alors être exprimée en fontion de la dérivée partielle par
δφ
δt
=
∂φ
∂t
+ ~˙x · −→∇φ = ∂φ
∂t
+ (~˙x · ~s) 1
hs
∂φ
∂s
+ (~˙x · ~n)∂φ
∂n
(A.10)
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Les veteurs tangents et normaux loaux varient en suivant le mouvement du orps. Leurs
dérivées temporelles partiulaires peuvent alors être exprimées par
δ~s
δt
= θ˙~n et
δ~n
δt
= −θ˙~s (A.11)
Et leurs dérivées partielles par

∂~s
∂t
=
δ~s
∂t
− (~˙x · ~s) 1
hs
∂~s
∂s
− (~˙x · ~n) ∂~s
∂n
= θ˙.~n+ (~˙x · ~s) 1
hs
∂hs
∂n
.~n
∂~n
∂t
=
δ~n
∂t
− (~˙x · ~s) 1
hs
∂~n
∂s
− (~˙x · ~n)∂~n
∂n
= −θ˙.~s− (~˙x · ~s) 1
hs
∂hs
∂n
.~s
(A.12)
L'aélération d'un point du orps de oordonnées ~x peut être exprimée à l'aide de la
dérivée partiulaire omme
~¨x =
δ~˙x
δt
=
δ
δt
(
(~˙x · ~s)~s + (~˙x · ~n)~n
)
=
(
δ
δt
(~˙x · ~s)− θ˙(~˙x · ~n)
)
~s+
(
δ
δt
(~˙x · ~n) + θ˙(~˙x · ~s)
)
~n (A.13)
Soit
~¨x · ~n = δ
δt
(~˙x · ~n) + θ˙(~˙x · ~s) (A.14)
La ondition de glissement sur le orps permet d'exprimer la vitesse normale en fontion
de la omposante normale du gradient du potentiel ~˙x · ~n = −→∇φ · ~n. Ainsi
~¨x · ~n = δ
δt
(
−→∇φ · ~n) + θ˙(~˙x · ~s) = δ
δt
(
−→∇φ) · ~n+−→∇φ · δ~n
δt
+ θ˙(~˙x · ~s)
=
∂2φ
∂n∂t
+
(
(~˙x · −→∇)−→∇φ
)
· ~n+ θ˙
(
(~˙x · ~s)− 1
hs
∂φ
∂s
)
(A.15)
Le terme d'advetion peut se développer sous la forme suivante
(~˙x·−→∇)−→∇φ = (~˙x·~s) 1
hs
∂
∂s
(
1
hs
∂φ
∂s
~s+
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
+(~˙x·~n) 1
hn
∂
∂n
(
1
hs
∂φ
∂s
~s+
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
(A.16)
(
(~˙x · −→∇)−→∇φ
)
· ~n = (~˙x · ~s) 1
hs
(
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂s
+
1
hn
∂2φ
∂s∂n
)
+ (~˙x · ~n) 1
h2n
∂2φ
∂n2
= (~˙x · ~s) 1
hs
(
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂s
+
1
hn
∂2φ
∂s∂n
)
+ (~˙x · ~n)
(
− 1
h2s
∂2φ
∂s2
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
)
en utilisant l'expression du Laplaien du potentiel nul, pour remplaer la dérivée normale
double du potentiel.
1
h2n
∂2φ
∂n2
= − 1
h2s
∂2φ
∂s2
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
(A.17)
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L'équation A.15 peut alors s'érire
~¨x · ~n = ∂
2φ
∂n∂t
+ θ˙
(
(~˙x · ~s)− 1
hs
∂φ
∂s
)
+ (~˙x · ~s) 1
hs
(
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂s
+
1
hn
∂2φ
∂s∂n
)
+(~˙x · ~n)
(
− 1
h2s
∂2φ
∂s2
− 1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
)
Soit
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x · ~n+ θ˙
(
1
hs
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+ (~˙x · ~s)
(
1
h2s
∂hs
∂n
∂φ
∂s
− 1
hshn
∂2φ
∂s∂n
)
+(~˙x · ~n)
(
1
hs
∂2φ
∂s2
+
1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
)
(A.18)
En remplaçant nalement hs = 1 = hn et
1
hs
∂hs
∂n
=
1
R
, l'équation préédente devient
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x·~n+θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+(~˙x·~s)
(
1
R
∂φ
∂s
− ∂
2φ
∂s∂n
)
+(~˙x·~n)
(
∂2φ
∂s2
+
1
R
∂φ
∂n
)
(A.19)
Pour omparer ave la formule donnée par Cointe, il faut se ramener dans la base indirete
utilisée par Cointe, où la normale est de sens inversé (~n′ = −~n). Cela a pour onséquene :
∂
∂n′
= − ∂
∂n
, ~˙x · ~n′ = −~˙x · ~n (A.20)
La formule donnée par Cointe est alors retrouvée
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x·~n−θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
−(~˙x·~s)
(
1
R
∂φ
∂s
+
∂2φ
∂s∂n
)
+(~˙x·~n)
(
∂2φ
∂s2
− 1
R
∂φ
∂n
)
(A.21)
A.1.2 Développements 3D
Une base urviligne similaire est introduite mais en 3D. La dérivation des veteurs
unitaires de la base s'érit
∂~hi
∂wj
=
1
hi
∂hj
∂wi
~hj − δij
∑
k 6=i
1
hk
∂hi
∂wk
~hk (A.22)
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Figure A.2  Shéma de la base ur-
viligne 3D
Ce qui donne pour les veteurs de notre base.

∂~s1
∂s1
= − 1
hs2
∂hs1
∂s2
~s2 − 1
hn
∂hs1
∂n
~n
∂~s1
∂s2
=
1
hs1
∂hs2
∂s1
~s2
∂~s1
∂n
=
1
hs1
∂hn
∂s1
~n
∂~s2
∂s1
=
1
hs2
∂hs1
∂s2
~s1
∂~s2
∂s2
= − 1
hs1
∂hs2
∂s1
~s1 − 1
hn
∂hs2
∂n
~n
∂~s2
∂n
=
1
hs2
∂hn
∂s2
~n
∂~n
∂s1
=
1
hn
∂hs1
∂n
~s1
∂~n
∂s2
=
1
hn
∂hs2
∂n
~s2
∂~n
∂n
= − 1
hs1
∂hn
∂s1
~s1 − 1
hs2
∂hn
∂s2
~s2
Ave des fateurs d'éhelle dénis par
h2k =
3∑
m=1
∂xm
∂sk
2
Ainsi pour un veteur ~x ompris dans la surfae du orps, ~x = ~x(s1, s2), e qui implique
que hn est onstant sur la surfae du orps.

∂hn
∂s1
= 0
∂hn
∂s2
= 0
(A.23)
Les fateurs d'éhelle hs1 et hs2 sont également onstants sur la surfae du orps. Mais
leur variation selon la diretion normale au orps est donnée par la ourbure loale.

γ1 =
1
R1
=
1
hs1
∂hs1
∂n
γ2 =
1
R2
=
1
hs2
∂hs2
∂n
(A.24)
Les opérateurs dérivatifs spatiaux peuvent alors être érits omme

−→∇φ = 1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂φ
∂s2
~s2 +
1
hn
∂φ
∂n
~n
△φ = 1
h2s1
∂2φ
∂s21
+
1
h2s2
∂2φ
∂s22
+
1
h2n
∂2φ
∂n2
+
1
h2n
(
1
hs1
∂hs1
∂n
+
1
hs2
∂hs2
∂n
)
∂φ
∂n
(A.25)
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De même, pour les opérateurs dérivatifs temporels

δ~s1
δt
= ~˙θ ∧ ~s1 = (~˙θ · ~n)~s2 − (~˙θ · ~s2)~n
δ~s2
δt
= ~˙θ ∧ ~s2 = (~˙θ · ~s1)~n− (~˙θ · ~n)~s1
δ~n
δt
= ~˙θ ∧ ~n = (~˙θ · ~s2)~s1 − (~˙θ · ~s1)~s2
δ
δt
=
∂
∂t
+ (~˙x · −→∇)
(A.26)
L'aélération d'un point du orps s'exprime toujours à l'aide de la dérivée partiulaire,
omme en 2D :
~¨x =
δ~˙x
δt
=
δ
δt
(
(~˙x · ~s1)~s1 + (~˙x · ~s2)~s2 + (~˙x · ~n)~n
)
=
δ
δt
(~˙x · ~s1)~s1 + (~˙x · ~s1)
(
(~˙θ · ~n)~s2 − (~˙θ · ~s2)~n
)
+
δ
δt
(~˙x · ~s2)~s2 + (~˙x · ~s2)
(
(~˙θ · ~s1)~n− (~˙θ · ~n)~s1
)
+
δ
δt
(~˙x · ~n)~n+ (~˙x · ~n)
(
(~˙θ · ~s2)~s1 − (~˙θ · ~s1)~s2
)
Soit
~¨x · ~n = δ
δt
(~˙x · ~n) + (~˙x · ~s2)(~˙θ · ~s1)− (~˙x · ~s1)(~˙θ · ~s2)
=
δ
δt
(
−→∇φ · ~n) + (~˙x · ~s2)(~˙θ · ~s1)− (~˙x · ~s1)(~˙θ · ~s2)
=
δ
−→∇φ
δt
· ~n+−→∇φδ~n
δt
+ (~˙x · ~s2)(~˙θ · ~s1)− (~˙x · ~s1)(~˙θ · ~s2)
=
∂2φ
∂n∂t
· ~n+
(
(~˙x · −→∇)−→∇φ
)
· ~n+
(
(~˙x · ~s2)− 1
hs2
∂φ
∂s2
)
(~˙θ · ~s1)
−
(
(~˙x · ~s1)− 1
hs1
∂φ
∂s1
)
(~˙θ · ~s2)
Le terme d'advetion peut se développer sous la forme suivante
(~˙x · −→∇)−→∇φ = (~˙x · ~s1) 1
hs1
∂
∂s1
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂
∂s2
~s2 +
1
hn
∂
∂n
~n
)
+(~˙x · ~s2) 1
hs2
∂
∂s2
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂
∂s2
~s2 +
1
hn
∂
∂n
~n
)
+(~˙x · ~n) 1
hn
∂
∂n
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂
∂s2
~s2 +
1
hn
∂
∂n
~n
)
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Soit (
(~˙x · −→∇)−→∇φ
)
· ~n = (~˙x · ~s1) 1
hs1
1
hn
(
∂2φ
∂s1∂n
− 1
hs1
∂hs1
∂n
∂φ
∂s1
)
+(~˙x · ~s2) 1
hs2
1
hn
(
∂2φ
∂s2∂n
− 1
hs2
∂hs2
∂n
∂φ
∂s2
)
+(~˙x · ~n) 1
h2n
∂2φ
∂n2
La dérivée normale double peut être remplaée à l'aide de l'expression du Laplaien de
φ nul.
1
h2n
∂2φ
∂n2
= − 1
h2s1
∂2φ
∂s21
− 1
h2s2
∂2φ
∂s22
− 1
h2n
(
1
hs1
∂hs1
∂n
+
1
hs2
∂hs2
∂n
)
∂φ
∂n
Soit
~¨x · ~n = ∂
2φ
∂n∂t
+
(
(~˙x · ~s2)− 1
hs2
∂φ
∂s2
)
(~˙θ · ~s1)−
(
(~˙x · ~s1)− 1
hs1
∂φ
∂s1
)
(~˙θ · ~s2)
+(~˙x · ~s1) 1
hs1
1
hn
(
∂2φ
∂s1∂n
− 1
hs1
∂hs1
∂n
∂φ
∂s1
)
+ (~˙x · ~s2) 1
hs2
1
hn
(
∂2φ
∂s2∂n
− 1
hs2
∂hs2
∂n
∂φ
∂s2
)
+(~˙x · ~n) 1
h2n
(
− 1
h2s1
∂2φ
∂s21
− 1
h2s2
∂2φ
∂s22
− 1
h2n
(
1
hs1
∂hs1
∂n
+
1
hs2
∂hs2
∂n
)
∂φ
∂n
)
En remplaçant nalement les fateurs d'éhelle et leurs variations, omme en 2D, l'équa-
tion préédente devient
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x · ~n+ (~˙θ · ~s2)
(
(~˙x · ~s1)− ∂φ
∂s1
)
− (~˙θ · ~s1)
(
(~˙x · ~s2)− ∂φ
∂s2
)
+(~˙x · ~s1)
(
1
R1
∂φ
∂s1
− ∂
2φ
∂s1∂n
)
+ (~˙x · ~s2)
(
1
R2
∂φ
∂s2
− ∂
2φ
∂s2∂n
)
+(~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
+
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
(A.27)
A.2 Méthode de Tanizawa
Tanizawa a ensuite introduit en 2D une méthode alternative basée sur le potentiel
d'aélération, donnant une expression légèrement diérente.
L'aélération ~a d'une partiule uide glissant sur le orps peut être exprimée via la
dérivée partiulaire lié à la vitesse de la partiule uide, ~v =
−→∇φ
D
Dt
=
∂
−→∇φ
∂t
+
−→∇φ · −→∇ (A.28)
~a =
D~v
Dt
=
D
−→∇φ
Dt
=
∂
−→∇φ
∂t
+
(−→∇φ · −→∇)−→∇φ = −→∇ ∂φ
∂t
+
(−→∇φ · −→∇)−→∇φ (A.29)
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La omposante normale de ette équation est
∂2φ
∂n∂t
= ~a · ~n−
(−→∇φ · −→∇)−→∇φ · ~n (A.30)
Le seond terme du membre de gauhe a été expliité par Tanizawa [43℄ en 2D.(−→∇φ · −→∇)−→∇φ = − 1
R
(
∂φ
∂s
2
+
∂φ
∂n
2)
+
∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
− ∂φ
∂n
∂2φ
∂s2
(A.31)
puis par Berkvens [3℄ en 3D dans les mêmes onditions.(−→∇φ · −→∇)−→∇φ = −( 1
R1
+
1
R2
)
∂φ2
∂n
− 1
R1
∂φ2
∂s1
− 1
R2
∂φ2
∂s2
−
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
)
∂φ
∂n
+
∂φ
∂s1
∂2φ
∂s1∂n
+
∂φ
∂s2
∂2φ
∂s2∂n
(A.32)
A.2.1 Développements 2D
L'expression ontentant le gradient du potentiel est tout d'abord expliitée, en se
plaçant dans la même base urviligne que préédemment. Le gradient du potentiel est
alors exprimé par
−→∇φ = 1
hs
∂φ
∂s
~s+
1
hn
∂φ
∂n
~n (A.33)
Soit l'expression suivante(−→∇φ · −→∇)(−→∇φ) = 1
hs
∂φ
∂s
1
hs
∂
∂s
(
1
hs
∂φ
∂s
~s+
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
+
1
hn
∂φ
∂n
1
hn
∂
∂n
(
1
hs
∂φ
∂s
~s+
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
=
1
h2s
∂φ
∂s
[
∂2φ
∂s2
~s+
1
hs
∂φ
∂s
(
− 1
hn
∂hs
∂n
~n
)
+
1
hn
∂2φ
∂s∂n
~n+
1
hn
∂φ
∂n
(
1
hn
∂hs
∂n
~s
)]
+
1
h2n
∂φ
∂n
[
1
hs
∂2φ
∂n∂s
~s+
1
hn
∂2φ
∂n2
~n
]
Et suivant la normale(−→∇φ · −→∇)(−→∇φ) · ~n = − 1
h3s
1
hn
∂hs
∂n
∂φ
∂s
2
+
1
h2s
1
hn
∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
+
1
h3n
∂φ
∂n
∂2φ
∂n2
= − 1
h3s
1
hn
∂hs
∂n
∂φ
∂s
2
+
1
h2s
1
hn
∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
− 1
hn
∂φ
∂n
(
1
h2s
∂2φ
∂s2
+
1
hs
∂hs
∂n
∂φ
∂n
)
= − 1
hshn
∂hs
∂n
(
1
h2s
∂φ
∂s
2
+
∂φ
∂n
2)
+
1
h2s
1
hn
∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
− 1
h2s
1
hn
∂φ
∂n
∂2φ
∂s2
En remplaçant hs = hn = 1 et
1
hs
∂hs
∂n
=
1
R(−→∇φ · −→∇)(−→∇φ) · ~n = − 1
R
(
∂φ
∂s
2
+
∂φ
∂n
2)
+
∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
− ∂φ
∂n
∂2φ
∂s2
(A.34)
Soit l'expression donnée par Tanizawa.
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A.2.2 Développements 3D
La base urviligne dénie en 3D est de nouveau utilisée pour exprimer le gradient
−→∇φ = 1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂φ
∂s2
~s2 +
1
hn
∂φ
∂n
~n
Ainsi l'expression suivante s'érit
(−→∇φ · −→∇)−→∇φ = 1
hs1
∂φ
∂s1
∂
∂s1
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂φ
∂s2
~s2 +
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
+
1
hs2
∂φ
∂s2
∂
∂s2
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂φ
∂s2
~s2 +
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
+
1
hn
∂φ
∂n
∂
∂n
(
1
hs1
∂φ
∂s1
~s1 +
1
hs2
∂φ
∂s2
~s2 +
1
hn
∂φ
∂n
~n
)
et la omposante normale est
((−→∇φ · −→∇)−→∇φ) · ~n = 1
hs1
1
hn
∂φ
∂s1
(
∂2φ
∂s1∂n
− 1
hs1
∂hs1
∂n
∂φ
∂s1
)
+
1
hs2
1
hn
∂φ
∂s2
(
∂2φ
∂s2∂n
− 1
hs2
∂hs1
∂n
∂φ
∂s1
)
+
1
h2n
∂φ
∂n
∂2φ
∂n2
En remplaçant les fateurs d'éhelle et leurs variations, ainsi que la dérivée normale
double à l'aide du Laplaien, l'expression donnée par Berkvens apparaît.
((−→∇φ · −→∇)−→∇φ) · ~n = ∂φ
∂s1
(
∂2φ
∂s1∂n
− 1
R1
∂φ
∂s1
)
+
∂φ
∂s2
(
∂2φ
∂s2∂n
− 1
R2
∂φ
∂s2
)
+
∂φ
∂n
(
−∂
2φ
∂s21
− ∂
2φ
∂s22
−
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
= −
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
2
− 1
R1
∂φ
∂s1
2
− 1
R2
∂φ
∂s2
2
− ∂φ
∂n
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
)
+
∂φ
∂s1
∂2φ
∂s1∂n
+
∂φ
∂s2
∂2φ
∂s2∂n
(A.35)
A.3 Équivalene des expressions
A.3.1 Développements 2D
Pour faire le parallèle entre Cointe et Tanizawa, il nous faut alors exprimer l'aélé-
ration, ~a, de la partiule uide glissant sur le orps en fontion de l'aélération, ~˙x, du
point du orps assoié à la partiule uide. Ces deux points ont pour oordonnées ~x dans
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le repère global et ~r dans le repère loal assoié au orps. Les veteurs position, vitesse
et aélération du point sur le orps sont

~x = ~xB + ~r
~˙x = ~˙xB + ~˙θ ∧ ~r
~¨x = ~¨xB + ~¨θ ∧ ~r + ~˙θ ∧ ~˙θ ∧ ~r
(A.36)
Les oordonnées du point du orps dans le repère loal, ~r, sont xes au ours du temps
si le orps ne se déforme pas, puisque le repère loal suit le orps dans son mouvement.
Ces oordonnées ne sont ependant plus onstantes au ours du temps pour un point du
uide glissant sur le orps.

~x = ~xB + ~r
~v = ~˙xB + ~˙θ ∧ ~r + ~˙r = ~˙x+ ~˙r
~a = ~¨xB + ~¨θ ∧ ~r + ~˙θ ∧ ~˙θ ∧ ~r + 2~˙θ ∧ ~˙r + ~¨r = ~¨x+ 2~˙θ ∧ ~˙r + ~¨r
(A.37)
Soit la diérene des deux vitesses
~˙r = ~v − ~˙x = −→∇φ− ~˙x =
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
~s (A.38)
Tanizawa a donné une expression de ~¨r · ~n basée sur la dérivation en repère de Frenet.
~¨r · ~n = k|~˙r|2 = 1
R
(
∂φ
∂n
− (~˙x · ~s)
)2
(A.39)
En eet, une partiule uide glissant sur le orps va rester au ours du temps sur le orps
et parourir une ourbe paramétrable.
Figure A.3  Repère de Frenet
La position de ette partiule au ours du temps peut être donnée par ~r(s, t) =
(x(s, t), y(s, t)). Les veteurs tangent et normal sont dénis pour tout ouple (s, t) par
~T =
∂
−−→
OM(s, t)
∂s
=
(
∂x
∂s
,
∂y
∂s
)
et
~N = R
∂ ~T
∂s
(A.40)
La vitesse de déplaement de la partiule sur la ourbe peut alors être exprimée à l'aide
de la vitesse salaire v =
∂s
∂t
~˙r(s, t) =
(
∂x
∂s
.
∂s
∂t
,
∂y
∂s
.
∂s
∂t
)
= v ~T = |~˙r(s, t)|~T (A.41)
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Et de la même façon pour l'aélération,
~¨r(s, t) =
∂
∂t
|~˙r(s, t)|~T+|~˙r(s, t)|∂
~T
∂t
=
∂
∂t
|~˙r(s, t)|~T+|~˙r(s, t)|∂
~T
∂s
∂s
∂t
=
∂
∂t
|~˙r(s, t)|~T+ |~˙r(s, t)|
2
R
~N
(A.42)
En onlusion, la omposante normale est
~¨r(s, t) · ~n = 1
R
|~˙r|2 = 1
R
(
∂φ
∂n
− (~˙x · ~s)
)2
(A.43)
L'expression de ~a · ~n est alors donnée en fontion de ~¨x · ~n
~a · ~n = ~¨x · ~n+ 2θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+
1
R
(
∂φ
∂n
− (~˙x · ~s)
)2
(A.44)
L'expression de la dérivée normale de la dérivée temporelle du potentiel peut alors s'érire
∂2φ
∂n∂t
= ~a · ~n−
(−→∇φ · −→∇)−→∇φ · ~n
= ~¨x · ~n+ 2θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+
1
R
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)2
− 1
R
(
∂φ
∂s
2
+
∂φ
∂n
2)
− ∂φ
∂s
∂2φ
∂s∂n
+
∂φ
∂n
∂2φ
∂s2
= ~¨x · ~n+ 2θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+
1
R
(~˙x · ~s)2 − 2
R
(~˙x · ~s)∂φ
∂s
− ∂φ
∂s
(
∂2φ
∂s∂n
)
+
∂φ
∂n
(
∂2φ
∂s2
− 1
R
∂φ
∂n
)
= ~¨x · ~n+ θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
− (~˙x · ~s)
(
1
R
∂φ
∂s
+
∂2φ
∂s∂n
)
+ (~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s2
− 1
R
∂φ
∂n
)
+θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
+
1
R
(~˙x · ~s)2 − 2
R
(~˙x · ~s)∂φ
∂s
− ∂φ
∂s
(
∂2φ
∂s∂n
)
+ (~˙x · ~s)
(
1
R
∂φ
∂s
+
∂2φ
∂s∂n
)
= ~¨x · ~n+ θ˙
(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
− (~˙x · ~s)
(
1
R
∂φ
∂s
+
∂2φ
∂s∂n
)
+ (~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s2
− 1
R
∂φ
∂n
)
+
(
θ˙ − ∂
2φ
∂s∂n
− 1
R
(~˙x · ~s)
)(
∂φ
∂s
− (~˙x · ~s)
)
La dérivée tangentielle de la dérivée normale du potentiel peut être exprimée à l'aide
de la ondition de glissement sur le orps :
∂2φ
∂s∂n
=
∂
∂s
(
∂φ
∂n
)
=
∂
∂s
(
~˙x · ~n
)
=
∂~˙x
∂s
· ~n+ ~˙x∂~n
∂s
=
∂(~˙xB + ~˙θ ∧ ~r)
∂s
· ~n− 1
R
(~˙x · ~s)
= (~˙θ ∧ ∂~r
∂s
) · ~n− 1
R
(~˙x · ~s)
= (θ˙~z ∧ ~s) · ~n− 1
R
(~˙x · ~s)
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Soit
θ˙ − ∂
2φ
∂s∂n
− 1
R
(~˙x · ~s) = 0 (A.45)
En substituant ette égalité dans la ondition sur le orps i-dessus, l'expression donnée
par Cointe apparait alors.
A.3.2 Développements 3D
De la même façon qu'en 2D, l'aélération de la partiule uide peut s'érire en
fontion de elle du point du orps assoié.
~a · ~n = ~¨x · ~n+ (2~˙θ ∧ ~˙r) · ~n+ ~¨r · ~n (A.46)
Ave
(~˙θ ∧ ~˙r) · ~n = (~˙θ · ~s1)
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)
− (~˙θ · ~s2)
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)
(A.47)
et
~¨r · ~n = 1
R1
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)2
+
1
R2
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)2
(A.48)
L'expression de la dérivée normale de la dérivée temporelle du potentiel est alors
∂2φ
∂n∂t
= ~a · ~n−
((−→∇φ · −→∇)−→∇φ) · ~n
= ~¨x · ~n+ 2(~˙θ · ~s1)
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)
− 2(~˙θ · ~s2)
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)
+
1
R1
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)2
+
1
R2
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)2
−
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
2
− 1
R1
∂φ
∂s1
2
− 1
R1
∂φ
∂s2
2
+
∂φ
∂n
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
)
− ∂φ
∂s1
∂2φ
∂s1∂n
− ∂φ
∂s2
∂2φ
∂s2∂n
= ~¨x · ~n+ 2(~˙θ · ~s1)
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)
− 2(~˙θ · ~s2)
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)
+
1
R1
(~˙x · ~s1)2
+
2
R1
(~˙x · ~s1) ∂φ
∂s1
+
1
R2
(~˙x · ~s2)2 + 2
R2
(~˙x · ~s2) ∂φ
∂s2
+(~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
−
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
− ∂φ
∂s1
∂2φ
∂s1∂n
− ∂φ
∂s2
∂2φ
∂s2∂n
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Soit
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x · ~n+ (~˙θ · ~s1)
(
∂φ
∂s2
− ~˙x · ~s2
)
− (~˙θ · ~s2)
(
∂φ
∂s1
− ~˙x · ~s1
)
−(~˙x · ~s1)
(
∂2φ
∂s1∂n
+
1
R1
∂φ
∂s1
)
− (~˙x · ~s2)
(
∂2φ
∂s2∂n
+
1
R2
∂φ
∂s2
)
+(~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
−
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
+
(
∂φ
∂s2
− (~˙x · ~s2)
)[
(~˙θ · ~s1)− ∂
2φ
∂s2∂n
− 1
R2
(~˙x · ~s2)
]
−
(
∂φ
∂s1
− (~˙x · ~s1)
)[
(~˙θ · ~s2) + ∂
2φ
∂s1∂n
+
1
R1
(~˙x · ~s1)
]
De même qu'en 2D, les variations surfaiques de la dérivée normale du potentiel peuvent
être exprimées en fontion de la vitesse normale, pour obtenir les relations suivantes

∂2φ
∂s1∂n
= −(~˙θ · ~s2)− 1
R1
(~˙x · ~s1)
∂2φ
∂s2∂n
= (~˙θ · ~s1)− 1
R2
(~˙x · ~s2)
(A.49)
Ces deux dernières égalités nous permettent d'annuler les deux derniers termes et ainsi
de retrouver l'expression donnée par Van Dalen.
A.4 Expression uniée
Une nouvelle expression, issue de l'uniation de elles de Cointe et Tanizawa, est
proposée i-dessous et utilisée dans le ode de alul. L'équation (A.49) permet en ef-
fet d'érire simplement les variations surfaiques de la dérivée normale du potentiel en
fontion de termes déjà présents dans l'expression de Cointe.
∂2φ
∂n∂t
= ~¨x · ~n+ (~˙θ · ~s2)
(
2(~˙x · ~s1)− ∂φ
∂s1
)
− (~˙θ · ~s1)
(
2(~˙x · ~s2)− ∂φ
∂s2
)
+
(~˙x · ~s1)
R1
(
∂φ
∂s1
− (~˙x · ~s1)
)
+
(~˙x · ~s2)
R2
(
∂φ
∂s2
− (~˙x · ~s2)
)
+(~˙x · ~n)
(
∂2φ
∂s21
+
∂2φ
∂s22
+
(
1
R1
+
1
R2
)
∂φ
∂n
)
(A.50)
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